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Dans cette Note, nous établissons des inégalités de type Poincaré pour une famille
d’équations cinétiques. Nous appliquons ensuite cette inégalité au traitement variationnel
d’un modèle cinétique linéaire en généralisant la méthode STILS (Azerad, 1996 [1] ; Azerad
et Pousin, 1996 [2]) à un cadre cinétique.
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a b s t r a c t

In this Note we prove Poincaré type inequalities for a family of kinetic equations. We apply
this inequality to the variational solution of a linear kinetic model by generalizing the STILS
method (Azerad, 1996 [1]; Azerad and Pousin, 1996 [2]) to a kinetic setting.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let T > 0 and Ω a regular domain of R
d , not necessarily bounded. Denote

a = (1, v) ∈ Rt × R
d
x, ∇t,x = (∂t,∇x), R = (0, T ) × Ω.

Consider the “Lie–Sobolev” spaces:

H(a, R) = {
f ∈ L2(R); a · ∇t,x f ∈ L2(R)

}
,

equipped with the norms ‖ f ‖H(a,R) = ‖ f ‖L2
t,x(R) + ‖a · ∇t,x f ‖L2

t,x(R).

Define ∂R− = ({0} × Ω) ∪ ((0, T ) × Γ −
v ) where (0, T ) × Γ −

v = {(t, x) ∈ (0, T ) × R
3
x; v · nx < 0}, nx being the outer unit

normal to ∂Ω . We prove the following results:

Proposition 0.1 (Kinetic Poincaré inequality). Let T > 0 and v ∈ R
d. Let R a regular enough domain of (0, T )×R

d. Let f := f (t, x) ∈
H0(a, R, ∂R−). Then

‖ f ‖L2
t,x

� 2T

∥∥∥∥∂ f

∂t
+ v · ∇x f

∥∥∥∥
L2

t,x

. (1)

Adresses e-mail : azerad@math.univ-montp2.fr (P. Azerad), stephane.brull@math.u-bordeaux1.fr (S. Brull).
1631-073X/$ – see front matter © 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2011.06.020

http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2011.06.020
http://www.ScienceDirect.com/
http://www.sciencedirect.com
mailto:azerad@math.univ-montp2.fr
mailto:stephane.brull@math.u-bordeaux1.fr
http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2011.06.020


760 P. Azerad, S. Brull / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 349 (2011) 759–763
Proposition 0.2 (Vlasov–Poincaré inequality). Let T > 0 and R a regular enough domain of (0, T ) × R
3
x × R

3
v . Let f := f (t, x, v) ∈

H0(a, R, ∂R−). Then

‖ f ‖L2
t,x,v

� 2T

∥∥∥∥∂ f

∂t
+ v · ∇x f + (E + v × B) · ∇v f

∥∥∥∥
L2

t,x,v

. (2)

We apply inequality (1) to the variational solution by Lax–Milgram lemma of the following linear kinetic model.(
∂

∂t
+ v · ∇x

)
u = G(t, x, v), t ∈ ]0, T [, x ∈ Ω, v ∈ R

d, (3)

u(t = 0, x, v) = u0(x, v), x ∈ Ω, v ∈ R
d, (4)

u(t,σ , v) = ub(t,σ , v), t ∈ (0, T ), σ ∈ Γ −
v , v ∈ R

d. (5)

With a suitable lifting of the boundary and initial conditions (see Lemma 4.1) problem (3), (4), (5) is reformulated for each
v ∈ R

d :
a · ∇t,x f = G(·, ·, v) in R = (0, T ) × Ω, (6)

f (t,σ ) = 0 on ∂R− = ({0} × Ω
) ∪ (]0, T [ × Γ −

v

)
, (7)

and we obtain the last result:

Proposition 0.3. Let Ω a domain of R
d. Problem (6), (7) has a unique strong solution f := f (t, x, v) such that ∀v ∈ R

3 , we have
‖ f (·, · ,v)‖L2

t,x
� 2T ‖G(·, · ,v)‖L2

t,x
.

1. Introduction

Le but de cette Note est d’établir des inégalités de type Poincaré dans un cadre cinétique. Nous appliquons cette inégalité
à la résolution variationnelle de l’équation de transport cinétique, en généralisant l’approche aux moindres carrés (Space
Time Integrated Least Squares) introduite dans [1,2] pour l’équation de transport. Notons que le traitement variationnel des
équations cinétiques a déja été abordé dans [7–9], par exemple. Mais le principe variationnel utilisé dans ces travaux est
complètement différent du nôtre. Tout d’abord ces auteurs considèrent l’équation de Boltzmann stationnaire, alors que notre
formulation utilise la variable temps de façon essentielle. Ensuite, dans les travaux cités, la solution n’est pas en général
un minimum mais plutôt un point selle de la fonctionnelle considérée, alors que l’inégalité de Poincaré présentée ici nous
donne la coercivité de la forme bilinéaire que nous utilisons, grâce à la formulation aux moindres carrés dans L2

t,x . Là réside
l’intérêt et la simplicité de notre approche.

2. Inégalité de Poincaré cinétique

Soit T > 0 et Ω un ouvert régulier de R
d , pas nécessairement borné. Notons

a = (1, v) ∈ Rt × R
d
x, ∇t,x = (∂t,∇x), R = (0, T ) × Ω.

Considérons les espaces de « Lie–Sobolev », espaces naturels introduits dans [6] :

H(a, R) =
{

f ∈ L2(R); a · ∇t,x f = ∂ f

∂t
+ v · ∇x f ∈ L2(R)

}
,

munis des normes

‖ f ‖H(a,R) = ‖ f ‖L2
t,x(R) + ‖a · ∇t,x f ‖L2

t,x(R).

Le vecteur a = (1, v) étant constant, on montre que H(a, R) est un espace de Hilbert et que les fonctions C∞ sont denses
dans H(a, R). Comme div(a) = 0, f ∈ H(a, R) implique que

f · a ∈ H(div, R) = {
ϕ ∈ L2(R); ∇t,x · ϕ ∈ L2(R)

}
.

On peut donc définir l’opérateur de trace normal

γn : f ∈ H(a, R) �→ f (a · n) ∈ H−1/2(∂R)

où n = (nt ,nx) ∈ Rt ×R
d
x est le vecteur normal extérieur et ∂R = (]0, T [× ∂Ω)∪ ({0, T }×Ω). On introduit alors la frontière

entrante (resp. sortante) spatio-temporelle ∂R− = {(t, σ ) ∈ ∂R; nt + v ·nσ < 0} (resp. ∂R+ = {(t, σ ) ∈ ∂R; nt + v ·nσ > 0}).
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Remarque 1. La frontière entrante regroupe la condition initiale et la condition limite entrante : ∂R− = ({0}×Ω)∪ ((0, T )×
Γ −

v ).

On peut alors définir l’espace

H0
(
a, R, ∂R−) = {

f ∈ H(a, R); γn f = 0 sur ∂R−}
.

Le principal résultat est l’inégalité de Poincaré cinétique suivante :

Proposition 2.1 (Inégalité de Poincaré cinétique). Soit T > 0 et v ∈ R
d. Soit R un ouvert régulier de (0, T ) × R

d. Soit f := f (t, x) ∈
H0(a, R, ∂R−). On a l’inégalité

‖ f ‖L2
t,x

� 2T

∥∥∥∥∂ f

∂t
+ v · ∇x f

∥∥∥∥
L2

t,x

. (8)

Preuve. On raisonne par densité en prenant f lisse. Considérons w(t, x) := t − T . Pour tout (x, t) ∈ R, w(t, x) � 0 et

∂ w

∂t
+ v · ∇x w = 1.

D’après la formule de Stokes, on obtient∫ ∫
R

(
∂

∂t
+ v · ∇x

)(
w · f 2) dt dx =

∫
∂R

w f 2(nt + v · nx)dS(t, x).

Or f (nt + v · nx) = γn f = 0 sur ∂R− . Donc comme w � 0 et f 2 � 0, on a
∫ ∫

R

(
∂

∂t
+ v · ∇x

)(
w · f 2) dt dx =

∫
∂R+

w f 2(nt + v · nx)dS(t, x) � 0.

D’autre part,(
∂

∂t
+ v · ∇x

)(
w · f 2) = f 2 + 2w f

(
∂ f

∂t
+ v · ∇x f

)
.

On obtient alors∫ ∫
R

f 2 dt dx � 2‖w‖L∞
∫ ∫

R

| f |
∣∣∣∣∂ f

∂t
+ v · ∇x f

∣∣∣∣dt dx

et on conclut avec l’inégalité de Cauchy–Schwarz.

Remarque 2. La constante T est indépendante de v et le domaine Ω n’a pas besoin d’être borné. En effet le domaine
espace–temps R est automatiquement borné dans la direction du temps.

3. Une inégalité de Vlasov–Poincaré

A partir de maintenant d = 3. Soit R = (0, T ) × Ω × R
3. Considèrons l’équation de Vlasov

∂ f

∂t
+ v · ∇x f + (E + v × B) · ∇v f = 0

où E := E(t, x) et B := B(t, x) sont respectivement les champs électriques et magnétiques, supposés réguliers, par
exemple C 1. Notons

a = (
1, v, E(t, x) + v × B(t, x)

) ∈ Rt × R
3
x × R

3
v .

On remarque que ∇t,x,v · a = ∇v · (v × B(t, x)) = ∑
j

∂
∂v j

(v × B(t, x)) j = 0, car (v × B(t, x)) j dépend seulement de vi pour

i 
= j. On a alors

∇t,x,v · ( f · a) = a · ∇t,x,v f . (9)

Remarque 3. La propriété (9) permettrait certainement d’abaisser la régularité de E et B .
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On considère l’espace de Sobolev anisotrope :

H(a, R) = {
f ∈ L2(R); f · a ∈ L2(R) et a · ∇t,x,v f ∈ L2(R)

}
,

muni de la norme

‖ f ‖H(a,R) = ‖ f · a‖L2
t,x,v (R) + ‖a · ∇t,x,v f ‖L2

t,x,v (R).

Remarque 4. Comme v peut être arbitraire, a est non borné.

D’après (9) on a

H(a, R) = {
f ∈ L2(R); f · a ∈ H(div, R)

}
.

On peut alors définir un opérateur de trace normal

γn : f ∈ H(a, R) �→ f (a · n) ∈ H−1/2(∂R)

où n = (nt ,nx,0) ∈ Rt × R
3
x × R

3
v est la normale extérieure au bord

∂R = (]0, T [ × ∂Ω × R
3
v

) ∪ ({0, T } × Ω × R
3
v

)
.

Notons qu’il n’y a pas de bord dans la direction v . On a a · n = nt + v · nx et le bord entrant est

∂R− = (]0, T [ × Γ −
v × R

3
v

) ∪ ({0} × Ω × R
3
v

)
.

On définit alors l’espace

H0
(
a, R, ∂R−) = {

f ∈ H(a, R); f (a · n) = 0 sur ∂R−}
.

La proposition s’énonce.

Proposition 3.1 (Inégalité de Vlasov–Poincaré). Soit T > 0 et R un ouvert régulier de (0, T ) × R
3
x × R

3
v . Let f := f (t, x, v) ∈

H0(a, R, ∂R−). On a l’inégalité

‖ f ‖L2
t,x,v

� 2T ‖∂ f

∂t
+ v · ∇x f + (E + v × B) · ∇v f ‖L2

t,x,v
. (10)

Preuve (analogue à la Proposition 2.1). On considère w(t, x) := t − T . Pour tout (x, t) ∈ R, w(t, x) � 0 et

∂ w

∂t
+ v · ∇x w + (E + v × B) · ∇v w = 1.

on applique ensuite la formule de Stokes∫ ∫ ∫
R

(
∂

∂t
+ v · ∇x + (E + v × B) · ∇v

)(
w · f 2)(t, x, v)dt dx dv =

∫ ∫
∂R+

w f 2 (nt + v · nx)dS (t, x)dv � 0.

Comme ( ∂
∂t + v · ∇x + (E + v × B) · ∇v )(w · f 2) = f 2 + 2 w f ( ∂ f

∂t + v · ∇x f + (E + v × B) · ∇v f ), on peut conclure comme
dans la preuve de 2.1. �
4. Application à la forme variationnelle du transport cinétique

Soit v ∈ R
3 �→ G(·, · ,v) ∈ L2((0, T ) × Ω). Considérons le problème suivant, pour chaque v ∈ R

3 :(
∂

∂t
+ v · ∇x

)
u = G(t, x, v), t ∈ ]0, T [, x ∈ Ω, (11)

u(t = 0, x, v) = u0(x, v), x ∈ Ω, (12)

u(t,σ , v) = ub(t,σ , v), t ∈ (0, T ), σ ∈ Γ −
v . (13)

Le problème (11), (12), (13) est reformulé pour chaque v ∈ R
3 :

a · ∇t,xu = G(·, ·, v) dans R = (0, T ) × Ω,

u(t,σ ) = g(t,σ , v) sur ∂R− = ({0} × Ω
) ∪ (]0, T [ × Γ −

v

)
.

Pour se ramener à des conditions de bord de type Dirichlet homogène on démontre aisément le lemme suivant par la
méthode des caractéristiques, qui sont ici rectilignes :
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Lemme 4.1. Soit Ω un domaine de R
3 . Le vecteur v ∈ R

3 étant donné, il existe g(t, x, v) solution du problème

a · ∇t,x g = 0, t ∈ ]0, T [, x ∈ Ω,

g(0, x, v) = u0(x, v), x ∈ Ω,

g(t,σ , v) = ub(t,σ , v), t ∈ ]0, T [, σ ∈ Γ −
v .

De plus, si u0(·, v) ∈ L∞(Ω) et si ub(·, · ,v) ∈ L∞((0, T ) × Γ −
v ) alors g(·, · ,v) ∈ L∞((0, T ) × Ω) et∥∥g(·, · ,v)

∥∥
L∞([0,T ]×Ω)

�
∥∥u0(·, v)

∥∥
L∞(Ω)

+ ∥∥ub(·, ·, v)
∥∥

L∞([0,T ]×∂Ω)
.

On effectue alors le changement d’inconnue f = u − g où g est le relèvement défini par le Lemme 4.1. Ainsi f devient
solution du problème de Dirichlet homogène suivant :

a · ∇t,x f (t, x, v) = G(t, x, v) dans R, (14)

f (t,σ , v) = 0 sur ∂R−. (15)

On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 4.1. Soit Ω un domaine de R
3 . Le problème (14), (15) possède une unique solution forte f := f (t, x, v) vérifiant pour

chaque v ∈ R
3

∥∥ f (·, · ,v)
∥∥

L2
t,x

� C
∥∥G(·, ·, v)

∥∥
L2

t,x
(16)

où C est une constante positive indépendante de la variable v et bornée par 2T .

Remarque 5. La preuve est inspirée de la méthode STILS développée dans [2–5], adaptée à un cadre cinétique. Mais la
constante C est indépendante de la variable v contrairement à [2].

Preuve de la Proposition 4.1. Pour chaque v fixé, considérons la forme bilinéaire suivante « aux moindres carrés » :

B( f , g) =
∫ ∫

R

(a · ∇t,x f )(a · ∇t,x g)dt dx

et la forme linéaire

L(g) =
∫ ∫

R

G(a · ∇t,x g).

La formulation STILS [1–3] du problème s’écrit : G ∈ L2(R) étant donné, trouver f ∈ H0(a, R, ∂R−) telle que

B( f , g) = L(g), ∀g ∈ H0
(
a, R, ∂R−)

. (17)

D’après l’inégalité de Poincaré 2.1, la forme bilinéaire B est coercive. En utilisant le théorème de Lax–Milgam, on obtient
que le problème (17) est bien posé. Il reste à prouver que f satisfait à (14), (15) fortement. Il suffit alors de prouver que{

∂ϕ

∂t
+ v · ∇xϕ ∈ L2

t,x; ϕ ∈ H0
(
a, R, ∂R−)}

est dense dans L2
t,x . Pour cela on reproduit la preuve donnée dans [1] (Théorème 16, pp. 83–84). �
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