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Nous nous intéressons dans cette Note à des classes de processus réels à temps continu
représentables par des processus autorégressifs d’ordre 1 à valeurs dans D[0,1] (ARD(1)).
Sous certaines hypothèses de régularité, nous établissons des lois des grands nombres, le
théorème central limite et la loi du logarithme itéré pour les ARD(1).
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a b s t r a c t

This Note deals with real continuous-time processes which admit a D[0,1]-valued
autoregressive representation of order one (ARD(1)). Under some regularity conditions,
we establish laws of large numbers, the central limit theorem and the law of the iterated
logarithm for ARD(1).
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Abridged English version

Let D = D[0,1] be the space of real-valued functions defined on [0,1] which are right continuous on [0,1), with left
hand limits on (0,1]. The aim of this Note is to study limit theorems for D-valued autoregressive process of order one
(ARD(1)) represented by the following model

Xn = ρ(Xn−1) + εn, n ∈ Z,

where (Xn,n ∈ Z) is a stationary sequence of D-valued random variables, ρ is a continuous linear operator on D and
(εn,n ∈ Z) is a D-white noise. Using the uniform topology on D is somewhat difficult. However, we can obtain some limit
theorems for these processes by introducing particular techniques and some regularity conditions.

If X is ARD(1), ε is a strong white noise and the linear operator ρ is bounded, we obtain a strong law of large numbers.
In addition, a weak law of large numbers holds as well, when ε is assumed to be convex tight. On the other hand, the
central limit theorem is proved when ε is supposed to be stochastically continuous under some conditions related to its
increments. Furthermore, the law of the iterated logarithm is satisfied when the following conditions are fulfilled: ε is a
strong white noise having a continuous covariance function, it has independent increments, and the linear operator ρ is
bounded.
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1. Introduction

La modélisation d’un processus à temps continu par un processus à valeurs dans un espace fonctionnel est une méthode
bien adaptée pour faire de la prévision. Au début des années 1990, Bosq [3] propose de modéliser un tel processus à
l’aide d’un processus autorégressif Hilbertien d’ordre 1. De nombreux travaux théoriques ou appliqués sont ensuite réalisés.
Bosq [4] étudie les propriétés asymptotiques des autorégressifs Banachiques d’ordre 1. Plus tard, Pumo [13] s’intéresse au
cas des autorégressifs d’ordre 1 à valeurs dans l’espace de Banach C[0,1] des fonctions continues. Nous pouvons également
citer, entre autres, Mourid [11] qui considère les autorégressifs d’ordre supérieur, ainsi que Mas [10] qui s’intéresse aux
propriétés asymptotiques des autorégressifs Hilbertiens.

Cependant, certains processus, comme le processus de Poisson, n’admettent pas une représentation autorégressive dans
l’espace de Banach C[0,1] par exemple. C’est pourquoi nous considérons l’espace D = D[0,1] des fonctions continues à
droite et ayant des limites à gauche (càdlàg) qui est plus général et plus riche pour étudier ces classes de processus à sauts.
Nous renvoyons à [2] et [14] pour plus de détails sur cet espace.

Nous considérons dans notre travail que D est muni de la topologie de la convergence uniforme (i.e., ‖x‖ =
sup0�t�1 |x(t)|, x ∈ D). D est alors un espace de Banach non séparable, ce qui entraîne des problèmes de mesurabilité. Pour
les résoudre, nous supposerons dans toute la suite que les variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Ω, A,P)

à valeurs dans D sont mesurables par rapport à la tribu engendrée par les boules ouvertes Db (voir [2] pour des précisions
sur la mesurabilité). De plus, si E‖X‖ < ∞ alors l’espérance est définie par (EX)(t) = E[X(t)] pour tout t ∈ D et EX ∈ D
(voir [14]).

Soit ρ : D → D un opérateur linéaire borné mesurable par rapport à Db (voir [2] et [12]) et ε = (εn,n ∈ Z) un bruit blanc
fort à valeurs dans D défini par une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que

E
(
εn(s)

) = 0, 0 � s � 1 et E
(‖εn‖2) < ∞.

Une suite X = (Xn,n ∈ Z) de variables aléatoires stationnaires définies sur un espace probabilisé (Ω, A,P) et à valeurs dans
D est un processus autorégressif d’ordre 1 à valeurs dans D , noté ARD(1), si

Xn − m = ρ(Xn−1 − m) + εn, n ∈ Z, (1)

où m ∈ D .
L’objectif principal de cette Note est la généralisation des résultats asymptotiques des processus autorégressifs à valeurs

dans un espace de Banach séparable établis dans [4] et [13] au cadre des processus autorégressifs à valeurs dans l’espace D .
Le plan de la Note est comme suit. Nous présentons dans la Section 2 l’existence et l’unicité de l’ARD(1) et ses pro-

priétés élémentaires suivies de quelques exemples de processus admettant une représentation autorégressive. Les propriétés
asymptotiques de l’ARD(1) sont données dans la Section 3, i.e., lois des grands nombres, théorème central limite (T.C.L.) et
loi du logarithme itéré (L.L.I.).

Tout d’abord, nous regroupons les conditions dont nous avons besoin pour établir nos résultats.

(H1) Pour tout n ∈ Z et 0 � s, t � 1, la fonction (s, t) → E[εn(s)εn(t)] est continue ;
(H2) Pour tout n ∈ Z, (εn(t),0 � t � 1) est à accroissements indépendants ;
(H3) Il existe j0 � 1 tel que ‖ρ j0‖L < 1 où ‖ρ‖L = sup‖x‖�1 ‖ρ(x)‖ ;
(H4) Pour tout δ > 0 et n ∈ Z, il existe Kδ un sous-ensemble compact tel que P[εn ∈ Kδ] > 1 − δ ;
(H5) Pour tout n ∈ Z et 0 � s � t � u � 1, nous avons

E
[∣∣εn(s) − εn(t)

∣∣2 ∧ ∣∣εn(t) − εn(u)
∣∣2] � ϕ2(u − s),

où ϕ est une fonction positive croissante sur R
+ telle que

∞∫
0

ϕ
(
x−2)dx < ∞ ;

(H6) Pour tout n ∈ Z et 0 � s � u � 1, nous avons

E
[∣∣εn(u) − εn(s)

∣∣2] � ψ2(u − s),

où ψ est une fonction positive croissante sur R
+ telle que

∞∫
0

ψ
(
x−4)dx < ∞ ;

(H7) Pour tout n ∈ Z, E[ ‖εn‖2

2 ] < ∞.

log log‖εn‖
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Commentaires : Les conditions (H1) et (H2) sont utilisées dans [9] pour obtenir la L.L.I. dans D . La condition (H4) est
nécessaire afin d’établir la loi faible des grands nombres dans D , pour plus de détails techniques nous nous référons à [15].
La condition (H5) utilisée pour montrer le T.C.L. est exprimée en fonction des moments des accroissements du bruit blanc,
ce qui est dû au critère de compacité dans l’espace D (voir [2] et [6]). La condition (H6) n’est pas une restriction pour
établir le T.C.L. dans D étant donné que les processus aléatoires ayant un nombre fini de points de discontinuité peuvent
être réduis au cas des processus continus en probabilité d’après la décomposition du T.C.L. de Hahn (voir [8]). Les autres
conditions sont classiques.

2. Existence et propriétés élémentaires de l’ARD(1)

Le théorème suivant montre l’existence et l’unicité de l’ARD(1) :

Théorème 2.1. Sous la condition (H3), l’équation (1) admet une solution unique et stationnaire qui converge presque sûrement dans
D et dans L2

D(Ω, A,P), définie par

Xn = m +
∞∑
j=0

ρ j(εn− j), n ∈ Z.

Le Théorème 2.1 se démontre d’une manière similaire au théorème 6.1 de [5].
Soit D∗ le dual topologique de D . Pestman [12] a introduit ce dual en précisant la structure de ces formes linéaires

continues de la façon suivante : Pour tout x∗ ∈ D∗
B , nous avons

x∗(x) =
1∫

0

x dμ +
∑
j�1

ϕ j
[
x(t j) − x

(
t−

j

)]
,

où x ∈ D B , 0 � t j � 1, ϕ j : [0,1] → R telle que
∑

j�1 |ϕ j| < ∞ et μ est une mesure à signe sur [0,1]. Sous la condition
(H3), nous présentons par la suite les propriétés élémentaires de l’ARD(1) qui sont une extension des résultats établis par
Bosq [5] :

(i) X0 est intégrable et EX0 = m ;
(ii) Supposons que m = 0. Soit C X0 (s, t) = E[X0(s)X0(t)] la fonction de covariance de X0 et C X0,X1(s, t) = E[X0(s)X1(t)] la

fonction de covariance croisée de (X0, X1). Nous avons

C X0,X1(s, t) = ρC X0(s, t) ;
(iii) Si x ∈ D est un vecteur propre de l’adjoint ρ∗(D∗ → D∗) de ρ associé à une valeur propre α ∈]−1,1[, alors (x∗(Xn −

μ),n ∈ Z) est un autorégressif réel d’ordre 1 éventuellement dégénéré.

Nous présentons par la suite quelques exemples de processus admettant une représentation autorégressive.

Example 1. Soit l’opérateur linéaire ρ à noyau R mesurable et symétrique défini par

ρ(x)(t) =
1∫

0

R(s, t)x(s)ds, 0 � t � 1, x ∈ D,

où sup0�s,t�1|R(s, t)| < 1. Nous pouvons construire un ARD(1) en considérant le bruit blanc suivant :

εn(t) = N(n + t) − N(n) − λt,

où N est un processus de Poisson bilatéral d’intensité λ, n ∈ Z.

Example 2. Soit l’opérateur linéaire ρ défini par

ρ(x)(t) =
{

ax(t), si 0 � t < 1/2 ;
bx(t), si 1/2 � t � 1.

Nous supposons que c = max(|a|, |b|) < 1. Nous pouvons alors construire un ARD(1) en considérant le bruit blanc suivant :

εn(t) =
n+t∫

ϕ(n + t − s)dÑ(s), 0 � t � 1, n ∈ Z,
n
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où Ñ(s) = N(s) − λt est un processus de Poisson bilatéral centré et d’intensité λ et ϕ est une fonction réelle telle que

1∫
0

∣∣ϕ(u)
∣∣d

(
λ(u)

)
< ∞ et 0 <

1∫
0

ϕ2(u)d
(
λ(u)

)
< ∞.

Example 3. Soit ξ = (ξ(t), t � 0) un processus de type Ornstein–Uhlenbeck (O.U.) stationnaire défini par

ξ(t) =
t∫

−∞
e−θ(t−s) dL(θ s), t ∈ R, θ > 0,

où L est un processus de Lévy bilatéral (voir [1]). Nous associons à ce processus càdlàg un processus à temps discret
(Xn,n ∈ Z) en posant

Xn(t) = ξ(n + t), 0 � t � 1, n ∈ Z.

Nous définissons alors un ARD(1) avec ρ(x)(t) = e−θt x(1), x ∈ D, 0 � t � 1 et εn = ∫ n+t
n e−θ(n+t−s) dL(θ s).

3. Théorèmes limites pour les ARD(1)

Dans cette section, nous nous limitons à l’étude de l’ARD(1) (Xn,n ∈ Z) centré, i.e., m = 0. Nous traitons dans cette partie
le comportement asymptotique de Sn(X) = X1 + · · · + Xn, n � 1.

Proposition 3.1 (Loi forte des grands nombres). Sous la condition (H3), nous avons, lorsque n → 0,

Sn

n
→ 0 p.s.

Proposition 3.2 (Loi faible des grands nombres). Sous les conditions (H3) et (H4) où Kδ est convexe, nous obtenons, lorsque n → 0,

E

∥∥∥∥ Sn

n

∥∥∥∥ → 0.

Proposition 3.3 (T.C.L.). Sous les conditions (H3)–(H6), X vérifie le T.C.L. dans D.
Alors, lorsque n → 0, nous avons

√
n

(
Sn

n

)
L−→ N ∼ N

(
0, (I − ρ)−1Cε0

(
I − ρ∗)−1)

.

Proposition 3.4. (L.L.I.) Sous les conditions (H1)–(H3), X vérifie la L.L.I. dans D.
Nous obtenons, lorsque n → 0,

d

(
Sn

an
, (I − ρ)−1 K

)
→ 0 p.s.

et

C

(
Sn

an

)
= (I − ρ)−1 K p.s.,

où an = √
2n log log n, C((xn)) est l’ensemble des points d’accumulation de (xn) et K est la boule unité de l’espace autoreproduisant

hilbertien associé au noyau de covariance de ε0 . Pour x ∈ D et A ⊂ D, nous notons d(x, A) = infy∈A ‖x − y‖.

Remarque. Sous les conditions (H2) et (H7), si ε vérifie le T.C.L. dans D alors ε vérifie la L.L.I. dans D (voir [7]). Nous en
déduisons que X vérifie la L.L.I. dans D .
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