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a b s t r a c t

We show, for 1/2 < s < 1, the equivalence between the Hs norm of f and the norm of | f |.
© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Énoncé des théorèmes

Définition 1. Si 0 < s < 1, l’espace Ḣ s(Rn) est l’espace des fonctions f localement de carré intégrable qui vérifient

‖ f ‖2
Ḣ s =

∫ ∫
Rn×Rn

| f (x) − f (y)|2
|x − y|n+2s

dx dy < +∞

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 1. Si 1/2 < s < 1, si f est une fonction continue de R
n vers R, alors f ∈ Ḣ s si et seulement si | f | ∈ Ḣ s et il existe une

constante Cs,n > 0 qui ne dépend que de s et de n telle que∥∥| f |∥∥Ḣ s � ‖ f ‖Ḣ s � Cs,n
∥∥| f |∥∥Ḣ s

Le théorème s’étend au cas des espaces de Besov Ḃs,p
p :

Définition 2. Si 0 < s < 1 et 1 � p � +∞, l’espace Ḃs,p
p (Rn) est l’espace des fonctions f mesurables pour la mesure de

Lebesgue qui vérifient

‖ f ‖Ḃs,p
p

=
∥∥∥∥‖ f (x) − f (x + h)‖p

|h|s

∥∥∥∥
L p( dh

|h|n )

< +∞
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On a alors le résultat suivant :

Théorème 2. Si 1 < p � +∞ et 1/p < s < 1, si f est une fonction continue de R
n vers R, alors f ∈ Ḃs,p

p (Rn) si et seulement si
| f | ∈ Ḃs,p

p (Rn) et il existe une constante Cs,p,n > 0 qui ne dépend que de s, de p et de n telle que∥∥| f |∥∥Ḃs,p
p

� ‖ f ‖Ḃs,p
p

� Cs,p,n
∥∥| f |∥∥Ḃs,p

p

2. Le cas p = +∞

Le cas p = +∞ est trivial. L’espace Ḃs,∞∞ est l’espace des fonctions höldériennes. Pour vérifier que f est höldérienne si
| f | l’est, il suffit de remarquer que si f (x) f (y) < 0 et si f est continue, alors (théorème des valeurs intermédiaires) il existe
z ∈ [x, y] tel que f (z) = 0. On écrit alors∣∣ f (x) − f (y)

∣∣ �
∣∣∣∣ f (x)

∣∣ − ∣∣ f (z)
∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ f (z)

∣∣ − ∣∣ f (y)
∣∣∣∣ � 2

∥∥| f |∥∥Ḃs,∞∞ |x − y|s

3. Le cas n = 1 et p < +∞

Dans le cas de la dimension 1, l’espace Ḃs,p
p pour 1/p < s < 1 est composé de fonctions continues et nous allons montrer

une version précisée de l’inégalité de Hardy [2,6] :

Lemme 1. Si 1/p < s < 1 et 1 < p < +∞, il existe une constante Cs,p > 0 telle que, pour tous a < b � +∞
b∫

a

| f (x) − f (a)|p

|x − a|ps
dx � Cs,p

∫ ∫
[a,b]×[a,b]

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy

Preuve. Par convergence monotone, il suffit de traiter le cas b < +∞. Par invariance par translation ou par dilatation, on
peut supposer a = 0 et b = 1. Quitte à régulariser f en ω ∗ f avec ω ∈ D, on peut supposer que f est C∞ et donc que le
membre de gauche de l’inégalité est fini. On pose N( f ) = ∫∫

[0,1]×[0,1]
| f (x)− f (y)|p

|x−y|1+ps dx dy et A( f ) = ∫ 1
0

| f (x)− f (0)|p

|x|ps dx.

Pour estimer A( f ), on écrit

A( f ) = ps

2ps − ( 3
2 )ps

1∫
0

∣∣ f (x) − f (0)
∣∣p

x/2∫
x/3

dy

|x − y|1+ps
dx

et donc

(
A( f )

)1/p �
(

ps

2ps − ( 3
2 )ps

N( f )

)1/p

+
(

ps

2ps − ( 3
2 )ps

1∫
0

x/2∫
x/3

| f (y) − f (0)|p

|x − y|1+ps
dy dx

)1/p

et finalement

(
A( f )

)1/p �
(

ps

2ps − ( 3
2 )ps

N( f )

)1/p

+
(

1 − 2−ps

2ps − ( 3
2 )s

A( f )

)1/p

Appliquant les accroissements finis à 2ps − 1ps et à 4ps − 3ps , et puisque ps > 1, on voit que 1−2−ps

2ps−( 3
2 )ps < 1, ce qui permet

de contrôler A( f ) par N( f ). �
Cette inégalité a pour corollaires les lemmes suivants :

Lemme 2. Si 1/p < s < 1 et 1 < p < +∞, il existe une constante Cs,p > 0 telle que, pour tout f ∈ Ḃs,p
p (R) et tout intervalle ouvert I

tels que f (x) = 0 aux extrémités de I , on a

‖ f 1I‖Ḃs,p
p

� Cs,p‖ f ‖Ḃs,p
p

Lemme 3. Si 1/p < s < 1 et 1 < p < +∞, il existe une constante Cs,p > 0 telle que, pour tout f ∈ ˙Ḃs,p
p (R) et tout intervalle ouvert I

tels que f (x) = 0 pour tout x /∈ I , on a
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∫ ∫
R×R

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy � Cs,p

∫ ∫
I×I

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy

Preuve. On écrit I = ]a,b[. On pose N( f ) = ∫∫
I×I

| f (x)− f (y)|p

|x−y|1+ps dx dy, A( f ) = ∫
I

| f (x)− f (a)|p

|x−a|ps dx (si a = −∞, on pose A = 0)

et B( f ) = ∫
I

| f (x)− f (b)|p

|b−x|ps dx (si b = +∞, on pose B = 0). Si f est nulle en dehors de I , on vérifie facilement ‖ f ‖p
Ḃs,p

p
=

N( f ) + 2
ps (A( f ) + B( f )) et on applique le lemme 1. �

Nous pouvons alors énoncer le lemme principal :

Lemme 4. Si 1/p < s < 1 et 1 < p < +∞, il existe une constante Cs,p > 0 telle que, pour tout f ∈ Ḃs,p
p (R), si Ω f = {x ∈ R | f (x) �= 0}

et si Ω f = ∑
k∈K Ik, K ⊂ N, est la décomposition de Ω f en intervalles ouverts disjoints, on a

∑
k∈K

∫ ∫
Ik×Ik

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy �

∫ ∫
R×R

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy � Cs

∑
k∈K

∫ ∫
Ik×Ik

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy

Preuve. On pose fk = 1Ik f , Ik = ]ak,bk[. Enfin, on note � = ∑
k∈K Ik × Ik . En remarquant que | f (x)|p = ∑

k∈K | fk(x)|p , on
écrit (avec la convention 1

|c−x|ps = 0 si c = −∞ ou c = +∞) :∫ ∫
R×R

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy =

∫ ∫
�

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy +

∫ ∫
R×R−�

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy

�
∑
k∈K

∫ ∫
Ik×Ik

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy + 2p

∑
k∈K

∫ ∫
x∈Ik, y /∈Ik

| f (x)|p

|x − y|1+ps
dx dy

�
∑
k∈K

∫ ∫
Ik×Ik

| f (x) − f (y)|p

|x − y|1+ps
dx dy + Cs

∑
k∈K

∫
Ik

∣∣ f (x)
∣∣p

(
1

|x − ak|ps
+ 1

|bk − x|ps

)
dx

On conclut alors en appliquant à fk les lemmes 2 et 3. �
Le théorème 1 dans le cas n = 1 est alors une conséquence directe du lemme 4.

4. Le cas n > 1

Pour traiter le cas général, on utilise les coordonnées sphériques : on a

‖ f ‖p
Ḃs,p

p
= 1

2

∫
Sn−1

∫
R

∫
Rn

| f (x + ρσ) − f (x)|p

|ρ|1+sp
dx dρ dσ

puis en écrivant x = y + tσ avec y ∈ σ⊥

‖ f ‖p
Ḃs,p

p
= 1

2

∫
Sn−1

( ∫
σ⊥

( ∫
R×R

| f (y + (ρ + t)σ ) − f (y + tσ)|p

|ρ|1+sp
dt dρ

)
dy

)
dσ

La démonstration des Théorèmes 1 et 2 dans le cas général se ramène donc au cas n = 1.

5. Un exemple d’application

Comme exemple d’application, nous allons considérer le problème de la régularité des solutions faibles de l’équation
quasi-géostrophique dissipative. Notons Λ = √−� l’opérateur de Calderón. Pour 0 < α � 1, l’équation quasi-géostrophique
dissipative (Q Gα) est l’équation :⎧⎨

⎩
∂tθ + 
u. 
∇θ = −Λ2αθ


u = (−R2θ, R1θ)

θ(0, .) = θ0

où R j est la transformation de Riesz R j = 1√−�
∂ j . Le terme d’advection 
u. 
∇θ peut se réécrire div(θ 
u) et on peut donc

considérer les solutions peu régulières de l’équation modifiée :
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⎧⎨
⎩

∂tθ + div(θ 
u) = −Λ2αθ


u = (−R2θ, R1θ)

θ(0, .) = θ0

En 2008, Marchand [5] a étudié le cas d’une donnée initiale θ0 ∈ L p ; pour 2 � p < +∞, il a établi l’existence de solutions
faibles qui vérifient de plus

pour t > 0,
∥∥θ(t, .)

∥∥p
p + p

t∫
0

∫
θ |θ |p−2Λ2αθ dx ds � ‖θ0‖p

p

où l’intégrale double donne une contribution positive, comme le montre l’inégalité de Córdoba [4]

2
∫ ∣∣Λα

(|θ |p/2)∣∣2
dx � p

∫
θ |θ |p−2Λ2αθ dx

Cette inégalité montre que |θ |p/2 appartient à L2
t Ḣα , ce qui entraîne que |θ | appartient à L p Ḃ2α/p,p

p . Cependant, la régularité
de la fonction θ elle-même restait obscure.

En collaboration avec D. Chamorro, nous avons montré dans [3] une inégalité plus précise, pour 0 < α < 1,

‖θ‖p

Ḃ2α/p,p
p

� C p,α

∥∥θ |θ | p−2
2

∥∥2
Ḣα � C ′

p,α

∫
θ |θ |p−2Λ2αθ dx

La démonstration utilisait des propriétés élémentaires des semi-groupes de diffusion [1]. Dans le cas 1/2 < α < 1, le théo-
rème 1 permet une autre démonstration de cette inégalité.

6. Remarques finales

Le théorème 2 est faux si f est à valeurs complexes ou si 0 < s < 1/p, comme le montrent les contre-exemples suivants :

a) fonction à valeurs complexes : prendre f (x) = ϕ(x)e
i

ln |x| où ϕ ∈ D(R), ϕ(0) = 1 et ϕ(x) = 0 pour |x| � 1/2 ;
b) cas 0 < s < 1/p : prendre g(x) = 1]0,1[(x) ; on a g ∈ Ḃs,p

p (R) pour 0 < s < 1/p (et g peut être approximée en norme Ḃs,p
p

par des fonctions continues) ; si f N = ∑2N−1
k=0 (−1)k g(x − k), on a

∥∥| f N |∥∥Ḃs,p
p

=
∥∥∥∥g

(
x

2N

)∥∥∥∥
Ḃs,p

p

= (2N)1/p−s‖g‖Ḃs,p
p

et ‖ f N‖Ḃs,p
p

� N1/p

( 1∫
0

2∫
1

1

|x − y|1+2s
dx dy

)1/p

de sorte que limN→+∞
‖| f N |‖

Ḃ
s,p
p

‖ f N ‖
Ḃ

s,p
p

= 0.
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