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Nous étudions l’observabilité et la contrôlabilité exacte de deux équations des ondes
faiblement couplées avec un contrôle interne localement distribué et agissant sur une
seule équation. D’abord, nous montrons que pour un temps assez grand, l’observation de
la vitesse de la première composante de la solution sur un voisinage d’une partie du bord,
permet de restituer une énergie affaiblie de la donnée initiale de la deuxième composante,
ceci si le coefficient de couplage est suffisamment petit mais non nul. Ce résultat conduit à
un théorème d’unicité et, grâce à la méthode de HUM, nous montrons que le système total
est exactement contrôlable.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

We study the observability and the exact controllability of a weakly coupled system with
an internal locally control acting on only one equation. We show that, for sufficiently
large time, the observation of the velocity of the first component of the solution on a
neighborhood of a part of the boundary allows us to get back a weakened energy of initial
data of the second component, this if the coupling parameter is sufficiently small, but non-
vanishing. This result leads to a uniqueness theorem and, by the HUM method, we prove
that the total system is exactly controllable.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Introduction

Let Ω be a non-empty bounded open domain of R
N with smooth boundary Γ of class C2 such that Γ = Γ0 ∪ Γ1 and

Γ0 ∩ Γ1 = ∅ (the case Γ0 = ∅ is not excluded) and let ω be a neighborhood of Γ1 in Ω . We consider the following weakly
coupled wave equations with Dirichlet condition:
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u′′

1 − �u1 + αu2 = 0 in Ω × (0, T ),

u′′
2 − �u2 + αu1 = 0 in Ω × (0, T ),

u1 = u2 = 0 on Γ × (0, T ),

ui(0) = u0
i , u′

i(0) = u1
i in Ω

(1)

where i = 1,2 and α �= 0 is a small constant.
In [4] and [2], Alabau-Boussouira studied the indirect boundary observability of the system (1). In particular, using a

multiplier method, she proved that, for sufficiently large time T , the observation of the trace of the normal derivative of
the first component of the solution on a part of the boundary allows us to get back a weakened energy of the initial
data. Then the system (1) is exactly controllable by means of one boundary control. In addition, in [9] Liu and Rao studied
the indirect boundary controllability of a system of two weakly coupled one-dimensional wave equations. Using the non-
harmonic analysis, they established a weak observability inequalities and proved the indirect exact controllability of the
system. However, the problem seems still open in the case of locally internal control.

Our purpose in this Note is to study the indirect internal observability and exact controllability of the system (1). To
more precise, thanks to a piecewise multiplier method, we prove that, for sufficiently large time T , the local observation,
in ω, of the velocity of the first component of the total solution of (1) allows us to get back a weakened energy of initial
data of the second component. This result leads, by the HUM method, to establish the exact controllability of the system (1)
by means of only one locally internal control.

Finally, for partially damped linear systems, the transmission of the dissipation from one equation to others plays an
important role for the control and stabilization. See, for example, [10,1,3,8] and [5].

Indirect internal observability results

First we define the energy space H = (H1
0(Ω)× L2(Ω))2 equipped with the usual product norm. We identify L2(Ω) with

its dual space, then the imbeddings H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) are continuous, dense and compact. The scalar products

on H and L2(Ω) are, respectively, denoted by (·,·)H and (·,·), whereas the corresponding norms are, respectively denoted
by ‖ · ‖H and ‖ · ‖. We define the following bilinear form (U , Ũ )α = (U , Ũ )H + α(u2, ũ1) + α(u1, ũ2), U = (u1, v2, u2, v2),
Ũ = (̃u1, ṽ2, ũ2, ṽ2) ∈ H. Now, let α0 = 1

c2
0

where c0 is the Poincaré’s constant, then it is easy to see that, for 0 < |α| < α0,

‖ · ‖α = (·,·)1/2
α defines a norm on H which is equivalent to the usual product norm, i.e. there exist c > 0 and c̃ > 0 such

that c̃‖U‖α � ‖U‖H � c‖U‖α . Next, we define the unbounded operator Aα : D(A) → H by D(Aα) = [(H2(Ω) ∩ H1
0(Ω)) ×

H1
0(Ω)]2, AαU = (−v1,−�u1 +αu2,−v2,−�u2 +αu1). Then setting U = (u1, u′

1, u2, u′
2), we convert the system (1) into an

evolutionary equation: U ′ + AαU = 0, U (0) = U 0 ∈ H. Now, let U = (u1, u′
1, u2, u′

2) be a regular solution of the system (1).
We define the associated partial energies

ei(t) = 1

2

∫
Ω

(∣∣u′
i

∣∣2 + |∇ui |2
)

dx, i = 1,2

and the associated total (natural) energy

E
(
U (t)

) = e1(t) + e2(t) + α

∫
Ω

u1u2 dx.

Moreover, in what follows we will also need to use the partial weakened energies

ẽi(t) = 1

2

(∥∥u′
i

∥∥2
H−1(Ω)

+ ‖ui‖2
L2(Ω)

)
, i = 1,2

and total weakened energy

Ẽ
(
U (t)

) = ẽ1(t) + ẽ2(t) + α

∫
Ω

∇(�−1u1
) · ∇(�−1u2

)
dx.

It is easy to see that, for 0 � |α| < α0, and T > 0, 2E(U (t)) = ‖U (t)‖2
α , E(U (t)) = E(U (0)) and Ẽ(U (t)) = Ẽ(U (0)) for all

t ∈ [0, T ]. Moreover, we prove the following direct inequality:

T∫
0

∫
ω

∣∣u′
1

∣∣2 � 2

T∫
0

‖U‖2
H dt � 2c2

T∫
0

‖U‖2
α dt = 2T c2 E

(
U (0)

)
(2)

for all solution U of the system (1). We deduce that u1 is an element of H1(0, T ; L2(Ω)).
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Theorem 0.1 (Main Theorem). Assume that there exist a constant δ > 0 and a point x0 ∈ R
N such that, putting m(x) = x − x0 , we

have (m ·ν) � 0 on Γ0 and (m ·ν) � δ > 0 on Γ1 . Then there exists α	 > 0 such that for all 0 < |α| < α	 , there exists T0 = T0(α) > 0
such that for all T > T0 and all U 0 = (u0

1, u1
1, u0

2, u2
2) ∈ H, the solution (u1, u′

1, u2, u′
2) of system (1) satisfies

T∫
0

∫
ω

∣∣u′
1

∣∣2 � c1
(
e1(0) + ẽ2(0)

)
(3)

where T0 is an explicit constant and c1 is an explicit positive constant which depends only on α and T .

This implies that the locally internal observation of the velocity of the first component of the solution allows us to get
back a weakened energy of initial data of the second component. The proof is based on the piecewise multiplier method.

Indirect controllability of the system with locally distributed control

We consider the following system:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′′

1 − �y1 + αy2 = v(t)1ω in Ω × (0, T ),

y′′
2 − �y2 + αy1 = 0 in Ω × (0, T ),

y1 = y2 = 0 on Γ × (0, T ),

yi(0) = y0
i , y′

i(0) = y1
i in Ω

(4)

where 1ω is the characteristic function of ω. The solution of system (4) can be defined by the transposition method, thanks
to the direct inequality (2). Then we consider the indirect locally internal exact controllability problem: For given T > 0
(sufficiently large) and initial data Y 0, does there exist a suitable control v that brings back the solution to equilibrium
at time T , that is such that the solution of (4) satisfies yi(T ) = y′

i(T ) = 0 for i = 1,2? Indeed, applying the HUM method
introduced by Lions (see [7] and [6]) we obtain the following result:

Theorem 0.2. We assume the same hypothesis as in Theorem 2.1. There exists α	 > 0 such that for all 0 < |α| < α	 , there exists
T0 = T0(α) > 0 such that for all T > T0 and all Y 0 = (y0

1, y1
1, y0

2, y1
2) ∈ L2(Ω) × H−1(Ω) × H1

0(Ω) × L2(Ω), there exists v ∈
[H1(0, T ; L2(Ω))]′ such that the solution of the system (4) satisfies

y1(T ) = y′
1(T ) = y2(T ) = y′

2(T ) = 0.

Remark 1. All results obtained in this Note can also be generalized to treat more general cases (for example Petrowsky–
Petrowsky and waves-Petrowsky).

1. Introduction

Soit Ω un domaine borné non vide de R
N de frontière régulière Γ de classe C2 telle que Γ = Γ0 ∪ Γ1 et Γ0 ∩ Γ1 = ∅

(le cas Γ0 = ∅ n’est pas exclu) et soit ω ⊂ Ω un voisinage de Γ1. Nous considérons le système de deux équations des ondes
faiblement couplées avec condition de Dirichlet homogène au bord :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u′′
1 − �u1 + αu2 = 0 dans Ω × (0, T ),

u′′
2 − �u2 + αu1 = 0 dans Ω × (0, T ),

u1 = u2 = 0 sur Γ × (0, T ),

ui(0) = u0
i , ui,t(0) = u1

i dans Ω

(5)

où i = 1,2 et α �= 0 est une constante suffisamment petite.
Dans [4] et [2], Alabau-Boussouira a étudié l’observabilité frontière indirecte du système (5). Par une méthode des multi-

plicateurs, elle a montré que, pour un temps assez grand T , l’observation de la dérivée normale de la première composante
de la solution sur une partie du bord, permet de restituer une énergie affaiblie de toute la donnée initiale. Alors, le sys-
tème (5) est exactement contrôlable par un seul contrôle frontière. De plus, dans [9], Liu et Rao ont étudié la contrôlabilité
exacte frontière indirecte d’un système monodimensionnel de deux équations des ondes faiblement couplées. Par l’analyse
non harmonique, ils ont établi des inégalités d’observabilité faibles et ils ont montré la contrôlabilité exacte.

Dans cette Note, nous étudions l’observabilité indirecte interne du système (5). D’abord, en utilisant la méthode des
multiplicateurs par morceaux, nous montrons que, pour un temps assez grand T , l’observation locale de la vitesse de la
première composante de la solution sur un voisinage d’une partie du bord, permet de restituer une énergie affaiblie de la
donnée initiale de la deuxième composante. Puis, en utilisant la méthode de HUM, nous prouvons que le système (5) est
exactement contrôlable par un contrôle localement distribué et agissant sur une seule équation.

Pour les systèmes partiellement contrôlés, la transmission de la dissipation d’une équation à une autre, joue un rôle très
important pour la contrôlabilité et la stabilisation. La notion de stabilisation indirecte a été introduite par Russell dans [10]
ensuite étudiée par plusieurs auteurs (voir, par exemple [1,3,8] et [5]).
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2. Observabilité interne indirecte

Définissons d’abord l’espace de l’énergie H = (H1
0(Ω) × L2(Ω))2 muni du produit scalaire usuel. Nous identifions

L2(Ω) et son dual, alors les injections H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) sont continues, denses et compactes. Le produit sca-

laire de H et de L2(Ω) sont notés respectivement (·,·)H et (·,·) et leurs normes associées sont notées respectivement
‖ · ‖H et ‖ · ‖. On définit la forme bilinéaire suivante : (U , Ũ )α = (U , Ũ )H + α(u2, ũ1) + α(u1, ũ2), U = (u1, v2, u2, v2),
Ũ = (̃u1, ṽ2, ũ2, ṽ2) ∈ H. Soit α0 = 1

c2
0

où c0 est la constante du Poincaré, il est clair que, pour 0 < |α| < α0, ‖ · ‖α = (·,·)α
définie une norme sur H équivalente à la norme usuelle i.e. il existe c > 0, c̃ > 0 telles que c̃‖U‖α � ‖U‖H � c‖U‖α . En-
suite, nous introduisons un opérateur non borné Aα : D(A) → H comme suit : D(Aα) = [(H2(Ω) ∩ H1

0(Ω)) × H1
0(Ω)]2,

AαU = (−v1,−�u1 +αu2,−v2,−�u2 +αu1). Alors posant U = (u1, u′
1, u2, u′

2), nous écrivons le système (5) sous la forme
d’une équation d’évolution : U ′ + AαU = 0, U (0) = U0 ∈ H. Il est clair que Aα engendre un C0 semi-groupe de contraction
sur H. Maintenant, soit U = (u1, u′

1, u2, u′
2) une solution régulière du système (5), nous définissons les énergies partielles

associées :

ei(t) = 1

2

∫
Ω

(|ui,t |2 + |∇ui |2
)

dx, i = 1,2

et l’énergie totale (naturelle) associée :

E
(
U (t)

) = e1(t) + e2(t) + α

∫
Ω

u1u2 dx.

Nous définissons aussi les énergies partielles affaiblies :

ẽi(t) = 1

2

(‖ui,t‖2
H−1(Ω)

+ |ui|2L2(Ω)

)
, i = 1,2

et l’énergie totale affaiblie :

Ẽ
(
U (t)

) = ẽ1(t) + ẽ2(t) + α

∫
Ω

∇(�−1u1
) · ∇(�−1u2

)
dx.

Nous déduisons que 2E(U (t)) = ‖U (t)‖2
α , E(U (t)) = E(U (0)) et Ẽ(U (t)) = Ẽ(U (0)) pour tout t ∈ [0, T ] et nous établissons

facilement l’inégalité d’oservabilité suivante :

T∫
0

∫
ω

∣∣u′
1

∣∣2 � 2

T∫
0

‖U‖2 dt � 2c2

T∫
0

‖U‖2
α dt = 2T c2 E

(
U (0)

)
(6)

pour toute solution U de (5). Alors u1 est un élément de l’espace H1(0, T ; L2(Ω)).

Théorème 2.1 (Téorème Principal). Supposons qu’il existe δ > 0 et un point x0 ∈ R
N tels que, si m(x) = x − x0 , on a (m · ν) � 0 sur

Γ0 et (m · ν) � δ > 0 sur Γ1 . Alors il existe α	 > 0 tel que pour tout 0 < |α| < α	 , il existe T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0
et pour toute donnée initiale U 0 = (u0

1, u1
1, u0

2, u2
2) ∈ H, la solution U = (u1, v1, u2, v2) du système (5) vérifie l’inégalité :

T∫
0

∫
ω

∣∣u′
1

∣∣2 � c1
(
e1(0) + ẽ2(0)

)
(7)

où T0 est une constante explicite et c1 une constante explicite dépendant uniquement de α et T .

Ceci implique que l’observation interne locale de la vitesse d’une seule composante de la solution du système (5) permet
de restituer une énergie affaiblie de la donnée initiale de la deuxième composante. La démonstration est basée sur la
méthode des multiplicateurs par morceaux.

3. Contrôlabilé indirecte du système avec un contrôle locallement distribué

Nous considérons le système suivant :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′′

1 − �y1 + αy2 = v(t)1ω dans Ω × (0, T ),

y′′
2 − �y2 + αy1 = 0 dans Ω × (0, T ),

y1 = y2 = 0 sur Γ × (0, T ),

y (0) = y0, y (0) = y1 dans Ω

(8)
i i i,t i
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où i = 1,2 et 1ω est la fonction caractéristique de ω. La solution du problème (8) est définie par la méthode de transposition,
grâce à l’inégalité (6). Nous nous posons le problème de contrôlabilité exacte interne indirecte suivant : étant donné T > 0
(suffisamment grand) et des données initiales Y 0, existe-t-il un contrôle v qui ramène la solution de (8) à l’équilibre au
temps T , i.e. yi(T ) = y′

i(T ) = 0, i = 1,2 ? Nous appliquons la méthode de HUM introduite par Lions (voir [7] et [6]) et nous
obtenons le résultat suivant :

Théorème 3.1. Nous supposons les mêmes hypothèses qu’au Théorème 2.1. Alors, il existe α	 > 0 tel que pour tout 0 < |α| < α	 , il
existe T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et pour tout Y 0 = (y0

1, y1
1, y0

2, y1
2) ∈ L2(Ω) × H−1(Ω) × H1

0(Ω) × L2(Ω), il existe
un contrôle v ∈ [H1(0, T ; L2(Ω))]′ tel que la solution du système (8) vérifie

y1(T ) = y′
1(T ) = y2(T ) = y′

2(T ) = 0.

Idée de la démonstration. Nous considérons sur (D(Ω))4 la semi-norme suivante

‖U0‖F =
( T∫

0

∫
ω

∣∣u′
1

∣∣2
dx dt

)1/2

,

où U = (u1, u′
1, u2, u′

2) est la solution du système (5) associée aux conditions initiales U0. D’après l’inégalité d’observabilité
inverse (7), nous déduisons que ‖ · ‖F est une norme sur (D(Ω))4. On note F le complété de cet espace par rapport à cette
norme nous obtenons donc, un espace de Hilbert. De plus, grâce aux inégalités (6) et (7) nous avons les injections continues
suivantes :

H ⊂ F ⊂ H1
0(Ω) × L2(Ω) × L2(Ω) × H−1(Ω).

Ceci implique que

L2(Ω) × H−1(Ω) × H1
0(Ω) × L2(Ω) ⊂ F ′ ⊂ H′.

Nous adaptons la méthode de HUM et, nous déduisons alors la contrôlabilité exacte du système (8).

Remarque 1. Tous les résultats obtenus dans cette Note se généralisent pour traiter des cas plus généraux (par exemple
Petrowsky–Petrowsky et ondes-Petrowsky).
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