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Nous présentons une méthode directe pour résoudre un système de Toeplitz bande par
blocs de Toeplitz bandes avec une complexité de O(N log2 N) opérations arithmétiques.
L’idée de cet algorithme est de plonger une matrice de Toeplitz bande biniveaux dans une
matrice circulante biniveaux. La technique de plonger (resp. de transformer) une matrice de
Toeplitz bande dans (resp. à) une matrice de type différente est très connue dans le cas des
matrices de Toeplitz scalaires. C’est la première fois qu’on utilise cette technique pour les
matrices de Toeplitz bandes biniveaux, ce qui nous permet d’obtenir cette complexité qui
est, à notre connaissance, la plus rapide pour résoudre un système de Toeplitz biniveaux
bande.
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a b s t r a c t

We present a direct method for the solution of N × N block banded Toeplitz systems with
banded Toeplitz blocks with computational complexity O(N log2 N) operations. The idea of
this algorithm consists in embedding a two-level banded Toeplitz matrix into a two-level
circulant matrix. This technical device is well-known for scalar banded Toeplitz systems,
but it never been used for two-level banded Toeplitz systems.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Plusieurs problèmes d’équations aux dérivées partielles, de traitement de signaux et d’ingénierie requièrent la résolution
des systèmes de Toeplitz bandes biniveaux. Dans le cas scalaire on arrive à profiter des deux structures, la structure de
Toeplitz et la structure bande, de la matrice pour donner des algorithmes plus rapides que ceux utilisant sa structure
creuse. Par contre, dans le cas d’un système de Toeplitz bande par blocs Toeplitz bandes (Toeplitz bandes biniveaux), et plus
généralement le cas des systèmes Toeplitz bandes multiniveaux, les algorithmes utilisés profitent seulement de la structure
creuse de la matrice. Cette limitation est due à l’absence d’un algorithme qui utilise les deux structures de Toeplitz en même
temps, et l’utilisation d’une seule structure de Toeplitz avec la structure bande complique le problème sans offrir un vrai
gain.
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Un système linéaire, Ax = b, bande de largeur de bande 2k + 1 et de taille n peut être résolu en O(k2n) opérations
arithmétiques (voir [5]). Si de plus A est de Toeplitz, alors Ax = b peut être résolu en O(n log n) opérations (voir [3,1,2] et
[6]).

Soit T une matrice de Toeplitz par blocs de Toeplitz à coefficients dans un corps K. On suppose qu’elle est formée de m
blocs de taille n × n ; de plus elle est bande par blocs, c’est-à-dire qu’en dehors des 2k1 + 1 diagonales par blocs centrales
les blocs sont nuls ; les blocs eux-mêmes sont bandes : en dehors des 2k2 + 1 diagonales centrales, les éléments des blocs
sont nuls. T est donc de la forme suivante :

T =
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et chaque
T j est de
la forme
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Soit N = nm, et supposons que m et n sont de même ordre de grandeur, c’est-à-dire m = O(
√

N) et n = O(
√

N). On va
supposer de plus que k1 � m et k2 � n. Comme la largeur de bande de T est K = (2k1 − 1)n + 2k2 + 1 alors la résolution
de T x = b coutera O(K 2N) = O(N2) opérations avec des méthodes directes pour matrices creuses.

Jusqu’à présent, pour le cas biniveaux, il y a aucun algorithme qui utilise les deux structures de Toeplitz T ainsi que sa
structure bande pour arriver à une complexité plus faible que O(N2) opérations. Ce phénomène est dû à la difficulté de
généraliser les algorithmes des matrices de Toeplitz scalaire au cas des matrices de Toeplitz biniveaux. Mais dans notre cas,
où la matrice est aussi bande biniveaux, la généralisation est faisable. En généralisant une idée proche de celles utilisées
dans [3,1,2] et [6] on a pu résoudre le problème T x = b en O(N log2 N) opérations.

2. Plongement dans une matrice circulante par blocs circulants

Soit T une matrice de Toeplitz bande biniveaux comme en (1). Nous sommes intéressés par le problème T x = b avec

x =
( x1

.

.

.
xn

)
, b =

( b1
.
.
.

bn

)
, les xi et les bi étant des vecteurs de taille m.

Proposition 2.1. Soit

A =
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une matrice de Toeplitz bande de taille n et de largeur de bande 2k + 1. On peut plonger A dans la matrice circulante C = C(r) de
première colonne r donné par

r = (a0, . . . ,ak,0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
n

,a−k, . . . ,a−1)
T .

En utilisant la proposition précédente, on peut plonger T dans une matrice circulante par blocs circulants, C , de taille
(m + k1)(n + k2) × (m + k1)(n + k2). En effet, on plonge tout d’abord chaque bloc Ti , pour −k1 � i � k1, dans une matrice
circulante de taille (n + k2) × (n + k2). Par suite on plonge par bloc la matrice obtenue, qui est une matrice bande Toeplitz
par blocs, dans une matrice circulante par blocs. La matrice finale est bien une matrice circulante par blocs circulants de
taille (m + k1)(n + k2) × (m + k1)(n + k2).

Pour résoudre le système T x = b, on va poser le problème C x̃ = b̃ avec

x̃ =
(

x̄
0

)
et b̃ =

(
b̄
c

)
,

k
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où k = k1(n + k2), c est un vecteur inconnu de longueur k, 0p désigne un vecteur nul de longueur p et

x̄ = (x1 0k2 | . . . |xm 0k2)
T et b̄ = (b1 c1| . . . |bm cm)T ,

où chaque ci , 1 � i � m, est un vecteur inconnu de longueur k2.

Proposition 2.2. En supposant que k1 � m et k2 � n, on peut trouver le vecteur inconnu ζ = (c1 . . . cm c)T en O(N log2 N) opéra-
tions.

Démonstration. Pour Trouver le vecteur ζ on inverse la matrice C (requiert O(N log N) opérations) et de la système C−1b̃ =
x̃ on extrait les lignes correspondantes aux coefficients nuls dans x̃ et les nouvelles inconnues. On procède comme suit : C
est une matrice circulante biniveaux, donc C−1 est aussi circulante biniveaux. Donc, on peut écrire C−1 de la façon suivante :

C−1 =

⎛
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, (2)

avec μ est une k ×k matrice de Toeplitz par blocs circulants, � et β sont deux matrices rectangulaires de Toeplitz par blocs
circulants de tailles k × m(n + k2) et m(n + k2) × k respectivement. Pour −m � i � m, γ 11

i est une n × n matrice de Toeplitz,
γ 22

i est une k2 ×k2 matrice de Toeplitz, γ 21
i et γ 12

i sont deux matrices de Toeplitz de tailles k2 ×n et n ×k2 respectivement.

De C−1b̃ = x̃ on extrait le système de Toeplitz par blocs de Toeplitz de taille k2m × k2m suivant⎛
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La matrice en second membre est de Toeplitz par blocs de Toeplitz de taille k2m × mn, et la multiplication d’un vecteur par
une matrice de Toeplitz biniveaux de taille k2m × mn requiert O(mn log2 mn) opérations (voir [8]). De plus, la résolution
d’un système de Toeplitz biniveaux de taille k2m × k2m requiert O(k3

2m log2(k2m)) opérations (voir [7,9,4,3]).
Donc, en supposant k2 � n, on peut calculer c1, . . . , cm en O(mn log2 mn) + O(k3

2m log2(k2m)) = O(N log2 N) opérations.
Une fois qu’on a calculé c1, . . . , cm , on peut trouver c comme la solution du système suivant :

μc = −�(b1 c1| . . . |bm cm)T . (4)

Comme � est une matrice de Toeplitz biniveaux de taille k × m(n + k2), alors on peut calculer le second membre en
O(mn log2 mn) opérations. De plus, μ est de Toeplitz biniveaux de taille k × k, donc une fois qu’on a le second membre, on
peut calculer c en O(k2 log2 k) opérations. Et O(k2 log2 k) est équivalent à O(N log2 N) si on suppose que k1 � m et k2 � n.

Le compte final donne le résultat annoncé. �
Corollaire 2.3. En plongeant T dans une matrice circulante biniveaux, on peut résoudre le système T x = b en O(N log2 N) opérations.

Démonstration. D’après la proposition précédente, le calcul des nouvelles inconnues requiert O(N log2 N) opérations. Une
fois qu’on a toutes les coefficients de b̃, la résolution du système circulant biniveaux Cx̃ = b̃ requiert O((m + k1)(n +
k2) log(m + k1)(n + k2)) opérations qui est équivalent à O(N log N) opérations dans le cas où k1 � m et K2 � n.

Le compte final donne le résultat annoncé. �
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