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En combinant les résultats de Hendriks (1996) [6], Di Vizio (2002) [1] et Di Vizio, Hardouin
[2], nous prouvons que les groupes de Galois génériques, usuel et différentiel, d’un module
aux q-différences sur C(x) peuvent toujours être caractérisés à l’aide d’un ensemble
convenable de courbures, dans l’esprit de Katz (1982) [8]. Nous utilisons ce résultat pour
prouver que le D-groupoïde de Malgrange–Granier d’un système aux q-différences linéaire
coïncide, dans un sens que nous spécifions dans le texte ci-dessous, avec une sorte de
clôture de Kolchin de la dynamique du système aux q-différences, et que le groupe qui fixe
une transversale du groupoïde coïncide avec le groupe de Galois différentiel générique.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

Combining the results in Hendriks (1996) [6], Di Vizio (2002) [1] and Di Vizio, Hardouin
[2], we prove that the generic, algebraic or differential, Galois group of a q-difference
modules over C(x) can always be characterized in terms of v-curvatures, in the spirit
of the work of Katz (1982) [8]. We use this result to prove that the Malgrange–Granier
D-groupoid of a linear q-difference system coincide, in a sense that we specify below, with
a sort of Kolchin closure of the dynamics of the linear q-difference system and that the
group that fixes a transversal, coincide with the differential generic Galois group.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Considérons un système aux q-différences Y (qx) = A(x)Y (x), avec q ∈ C∗ et A(x) ∈ GLν(C(x)). Dans [5], les auteurs
attachent à cet objet un groupe de Galois différentiel à la Kolchin–Cassidy, qui « mesure » les relations algébrodifférentielles
satisfaites par les solutions du système. Le groupe différentiel de Hardouin–Singer est défini sur la clôture différentielle du
corps des fonctions méromorphes sur le tore C∗/qZ , donc sur un corps très grand (des questions liées à la descente sont
traitée aussi dans [11]).

Nous considérons ici le groupe de Galois générique d’un système aux q-différences Y (qx) = A(x)Y (x), avec q ∈ C \ {0,1}
et A(x) ∈ GLν(C(x)), dans l’esprit de [8] et [1], et son avatar différentiel. Ces deux groupes génériques sont définis sur C(x)
et encodent beaucoup d’informations sur les solutions du système et peuvent être caractérisés en termes de courbures, dans
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l’esprit de la conjecture de Grothendieck–Katz sur les p-courbures d’une équation différentielle (cf. [8]). Nous comparons le
D-groupoïde de Galois d’un système aux q-différences linéaire (cf. [4]) avec le groupe de Galois générique différentiel et la
clôture de Kolchin de la dynamique du système, généralisant ainsi les résultats de [3].

2. Définition des groupes de Galois génériques algébrique et différentiel

Soient K un corps de caractéristique zéro, q ∈ K \ {0,1} et σq : f (x) �→ f (qx), pour tout f (x) ∈ K (x). On appelle mo-
dule aux q-différences M K (x) = (MK (x),Σq) sur K (x) un K (x)-espace vectoriel de dimension finie MK (x) équipé d’une
bijection σq-semilinéaire Σq : MK (x) → MK (x) . Nous considérons la plus petite famille Constr(M K (x)) de K (x)-espaces vecto-
riels contenant MK (x) et fermée par rapport aux constructions algébriques (somme directe, produit tensoriel, symétrique
et antisymétrique, dual). L’opérateur Σq induit une bijection σq-semilinéaire sur chaque espace vectoriel de la famille
Constr(M K (x)), que l’on appellera à nouveau Σq , de façon que les éléments de la famille Constr(M K (x)) ont une struc-
ture de module aux q-différences sur K (x). Notons que Gl(MK (x)) agit fonctoriellement sur chaque élément de la famille
Constr(M K (x)).

Nous pouvons aussi considérer une famille plus grande Constr∂ (M K (x)), contenant Constr(M K (x)), mais qui est en
plus fermée par rapport au foncteur de prolongation F , dont nous allons maintenant donner la définition. Soit ∂ = x d

dx .
Pour tout module aux q-différences M K (x) , le module aux q-différences F (M K (x)) = (F (MK (x)),Σq) est défini par :
F (MK (x)) = MK (x) ⊗K (x) [K (x) + K (x)∂], où le produit tensoriel est pris par rapport à la structure de K (x)-module à droite
de K (x) + K (x)∂ ; si e est une K (x)-base de MK (x) telle que Σqe = e A(x), alors on note (e, ∂(e)) := (e ⊗ 1, e ⊗ ∂) et on pose

Σq(e, ∂(e)) = (e, ∂e)
( A ∂(A)

0 A

)
, motivé par le fait que σq∂ = ∂σq . Nous soulignons que la structure K (x)-linéaire de F (MK (x))

est définie par λ(∂(m)(:= λ(m ⊗ ∂)) = ∂(λm) − ∂(λ)m, pour tout λ ∈ K (x) et m ∈ MK (x) . Un automorphisme ϕ ∈ Gl(MK (x))

agit sur F (MK (x)) dans la base (e, ∂e) via : ϕ(e, ∂(e)) = (e, ∂e)
(

Φ ∂(Φ)

0 Φ

)
.

Définition 1. On appelle groupe de Galois générique (algébrique) (resp. générique différentiel) de M K (x) le sous-groupe algé-
brique Gal(M K (x)) = {ϕ ∈ Gl(MK (x)): ϕ stabilise tout sous-espace Σq-stable dans chaque objet de Constr(M K (x))} (resp.
différentiel1 Gal∂ (M K (x)) = {ϕ ∈ Gl(MK (x)): ϕ stabilise tout sous-espace Σq-stable dans chaque objet de Constr∂ (M K (x))})
de Gl(MK (x)).

La noetherianité de Gl(MK (x)) et le théorème de Ritt–Raudenbush [7, Thm. 7.1] impliquent :

Proposition 2. Il existe un sous-corps K ′ ⊂ K , de type fini sur Q, tel que

Gal(M K ′(x)) ⊗K ′(x) K (x) = Gal(M K (x))
(
resp. Gal∂ (M K ′(x)) ⊗K ′(x) K (x) = Gal∂ (M K (x))

)
.

D’après le théorème de Chevalley (resp. son analogue différentiel [10]) tout sous-groupe algébrique (resp. différentiel) de
Gl(MK (x)) s’écrit comme le stabilisateur d’une droite LK (x) contenue dans W K (x) dans Constr(M K (x)) (resp. Constr∂ (M K (x))).

3. Conjecture de Grothendieck–Katz pour les modules aux q-différences

Nous pouvons donner l’énoncé informel suivant, dont nous expliquerons la signification plus loin :

Théorème 3. Soient K une extension de Q de type fini, q ∈ K \ {0,1} et M K (x) = (MK (x),Σq) un module aux q-différences sur
K (x). Alors Gal(M K (x)) (resp. Gal∂ (M K (x))) est le plus petit sous-groupe algébrique (resp. différentiel) de Gl(MK (x)) qui contient un
ensemble non vide et cofini de courbures.

L’énoncé précédent résume de façon un peu informelle trois énoncés similaires. Les trois cas dépendent de la nature
de q :

(1) q est une racine de l’unité. Dans ce cas, il n’y a qu’une courbure à prendre en compte :

Théorème 4 (Cf. [6] dans le cas du groupe de Galois usuel). Soient K une extension de Q de type fini, q une racine de l’unité d’ordre
κ > 1 et M K (x) = (MK (x),Σq) un module aux q-différences sur K (x). Alors Gal(M K (x)) (resp. Gal∂ (M K (x))) est la clôture de Zariski
(resp. la clôture de Kolchin) de {Σκ

q } dans Gl(MK (x)).

(2) q est transcendant sur Q. Si q est transcendant sur Q, il existe un corps k de type fini sur Q tel que q est transcendant
sur k et K est une extension algébrique de k(q). Nous appellons O K son anneau des entiers de K . Nous appellerons
cyclotomiques les valuations v de K , pour lesquelles l’image de q dans le corps résiduel est une racine de l’unité qv ,
disons d’ordre κv . Soit φv le polynôme minimal de qv sur k. Dans ce cadre, le Théorème 3 se traduit par :

1 I.e. défini par une famille de polynomes différentiels.
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Théorème 5. (Voir [2, Thm. 4.5 and 5.11].) Le groupe de Galois générique (resp. générique différentiel) de M K (x) est le plus petit
sous-groupe algébrique (resp. différentiel) de Gl(MK (x)) qui contient Σ

κv
q modulo φv , pour presque toute place cyclotomique v.

Cet énoncé nécessite encore des explications. Notons qu’il existe une algèbre A, munie d’une action de σq , de la forme
A = O K [x, 1

P (x) ,
1

P (qx) , . . .], avec P (x) ∈ O K [x], et un A-réseau M de MK (x) stable par Σq . Le A-réseau M induit un A-réseau
V sur tout module aux q-différences V K (x) contenu dans une construction différentielle de M K (x) . Alors, le groupe de Galois
générique (resp. générique différentiel) est le plus petit sous-groupe algébrique (resp. différentiel) G de Gl(MK (x)), tel que G
soit le stabilisateur d’une droite LK (x) dans une construction algébrique (resp. différentielle) W K (x) avec L ⊗O K O K /(φv) est
Σ

κv
q -stable dans W ⊗O K O K /(φv).

(3) q est algébrique, mais pas une racine de l’unité. Soit Q la clôture algébrique de Q dans K et O Q son anneau des entiers.
Pour presque toute place finie v de Q , la réduction de q modulo v est une racine de l’unité d’ordre κv . Pour chaque
v , on fixe un uniformisant v-adique et une puissance entière φv de cet uniformisant, telle que �−1

v (1 − qκv ) soit un
entier inversible de O Q . Nous avons donc :

Théorème 6. (Voir [1, Thm. 10.2.1] pour un groupe de Galois générique algébrique, si K est un corps de nombres, et [2, Thm. 8.8]
sinon.) Le groupe de Galois générique (resp. générique différentiel) de M K (x) est le plus petit sous-groupe algébrique (resp. différentiel)
de Gl(MK (x)) qui contient Σ

κv
q modulo �v , pour presque toute place finie v de Q .

L’énoncé précédent a exactement la même signification que le Théorème 5 en termes de droites stabilisées par les
groupes de Galois génériques. Notamment, il existe une base de transcendance a de K/Q , un élément primitif b de K/Q (a)

et une algèbre de la forme A = O Q [a,b, x, 1
P (x) ,

1
P (qx) , . . .], avec P (x) ∈ O Q [a,b, x], tels qu’il existe un A-réseau Σq-stable

M de MK (x) qui induit, comme dans le cas précédent des A-réseaux sur les sous-modules des constructions de MK (x) . Le
groupe de Galois générique (resp. générique différentiel) est ainsi le plus petit sous-groupe algébrique (resp. différentiel) G
de Gl(MK (x)), tel que G soit le stabilisateur d’une droite LK (x) dans une construction algébrique (resp. différentielle) W K (x)

avec L ⊗O K O K /(�v) est Σ
κv
q -stable dans W ⊗O K O K /(�v ).

Les théorèmes précédents se déduisent, suivant l’idée de [8], du Théorème de Chevalley (et de son analogue différen-
tiel [10]) et du critère suivant :

Théorème 7. (Voir [1, Thm. 7.1.1], [2, Thms. 3.1 et 8.1].) Le module aux q-différences M K (x) est banal (i.e. il est isomorphe à K (x)ν

avec l’action de σq définie composante par composante) si et seulement s’il existe un ensemble non vide et cofini de courbures égales à
l’identité.

Cela signifie que Σκ
q est l’identité, dans le premier cas ; que Σ

κv
q agit comme l’identité sur M ⊗O K O K /(φv) pour presque

toute place cyclotomique v dans le deuxième cas ; que Σ
κv
q agit comme l’identité sur M ⊗O K O K /(�v ) pour presque toute

place finie v de Q dans le troisième cas.

4. Application aux D-groupoïdes de Malgrange–Granier

Considérons maintenant un système aux q-différences linéaire (*) Y (qx) = A(x)Y (x), avec q ∈ C \ {0,1} et A(x) ∈
Glν(C(x)). Soient Ak(x) := A(qk−1x) . . . A(qx)A(x), pour k ∈ Z>0 ; A0(x) = Idν ; Ak(x) := A(qkx)−1 A(qk+1x)−1 . . . A(q−1x)−1,
pour k ∈ Zk<0. Nous allons noter M(A) le module aux q-différences associé a ce système, c’est-à-dire l’espace vectoriel
C(x)ν muni de la bijection σq-semilinéaire Σq : C(x)ν → C(x)ν , Σq(X) = A(x)−1 Xσq . Pour la définition du D-groupoïde de
Galois G al(A) de (∗) et pour la définition de D-groupoïde tout court, nous nous référons à [4]. On note M = P1

C
× Cν et

J∗(M, M) l’espace des jets inversibles de M . Soit Dyn(A(x)) = {(x, X) �→ (qkx, Ak(x)X): k ∈ Z} ⊂ Aut(M) la dynamique du
système (∗).

Nous considérons d’abord la plus petite sous-variété différentielle Kol(A) de Glν+1(C(x)), contenant {diag(qk, Ak(x)) :=( qk 0
0 Ak(x)

)
: k ∈ Z} et telle que si diag(α,β(x)),diag(γ , δ(x)) appartiennent à Kol(A) alors diag(αγ , δ(x)β(γ x)) appartient

à Kol(A), et son idéal I Kol(A) dans l’algèbre différentielle C(x){T ,det T −1}∂ , avec T = (Ti, j)i, j=0,...,ν . Nous appellerons

G alalg(A) le D-groupoïde engendré au sens de [9, Thm. 4.4.1] par
〈
∂x
∂ X , ∂x

∂x x − x, ∂2x
∂ X2 , ∂ X

∂ X X − X, ∂2 X
∂ X2

〉
(cf. [4, Thm. 2.2]) et

l’image par τ de I Kol(A) :

τ : C(x)

{
T ,

1

det T

}
∂x

→ H0(M ×C M, O J∗(M,M)),

(Ti, j)i, j=0,...,ν �→
( ∂x

∂x

(
∂x
∂ X j

)
j(

∂ Xi
) (

∂ Xi
)

)
.

∂x j ∂ X j i, j
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Les déclinaisons, selon la nature de q, du Théorème 3 permettent de montrer l’égalité entre l’idéal de définition de
Gal∂ (M(A)) et l’idéal différentiel engendré par I Kol(A) et T0,0 − 1. On obtient ainsi l’analogue aux q-différences de [9,
Cor. 5.3.6].

Théorème 8. (Voir [2, §9].) Les D-groupoïdes G al(A) et G alalg(A) ont les mêmes solutions, i.e. des diffeomorphismes obtenus de la
façon suivante :

(x, X) �→ (
αx, β(x)X

)
, avec

(
α 0
0 β(x)

)
solutions de I Kol(A).

Les solutions des D-groupoïdes G̃ al(A) et ˜G alalg(A), intersections respectives de G al(A) et G alalg(A) avec le D-groupoïde engendré
par 〈x − x〉, sont les difféomorphismes construits de la façon suivante :

(x, X) �→ (
x, β(x)X

)
, avec β(x) solution des équations différentielles définissant Gal∂

(
M(A)

)
.

Le théorème précédent généralise un résultat analogue de A. Granier établi pour les systèmes aux q-différences Y (qx) =
AY (x), avec A ∈ Glν(C) et q ∈ C, avec |q| �= 1. Dans [2, Cor. 6.15], on compare le groupe générique différentiel d’un module
aux q-différences avec le groupe différentiel de Hardouin–Singer qui, dans le cas d’un système à coefficients constants,
coïncide avec le groupe de Galois usuel.
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