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Dans cette Note, nous considérons les tests portmanteau, aussi appelés tests d’auto-
corrélation, pour tester l’adéquation de modèles ARMA multivarié (VARMA) avec innovations
linéaires non corrélées mais non nécessairement indépendantes (i.e. VARMA faibles). Nous
relâchons l’hypothèse standard d’indépendance pour étendre le champ d’application des
modèles VARMA, ceci permettra aussi de couvrir une large classe de processus non
linéaires. Dans un premier temps, nous étudions la distribution asymptotique jointe
de l’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance (QMV) et des autocovariances
empiriques du bruit. Ceci nous permet ensuite d’obtenir les distributions asymptotiques des
autocovariances et autocorrelations résiduelles. Enfin, nous en déduisons le comportement
asymptotique des statistiques portmanteau de Ljung–Box (ou Box–Pierce) de modèles
VARMA faibles. Nous proposons une méthode pour ajuster les valeurs critiques de ces
tests.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

In this Note, we consider portmanteau tests for testing the adequacy of vector auto-
regressive moving-average (VARMA) models under the assumption that the errors are
uncorrelated but not necessarily independent. We relax the standard independence
assumption to extend the range of application of the VARMA models, allowing us to
treat linear representations of general nonlinear processes. We first study the joint
distribution of the quasi-maximum likelihood estimator (QMLE) and the noise empirical
autocovariances. We thus obtain the asymptotic distribution of residual empirical auto-
covariances and autocorrelations under weak assumptions on the noise. We deduce the
asymptotic distribution of the Ljung–Box (or Box–Pierce) portmanteau statistics for VARMA
models with nonindependent innovations. We propose a method to adjust the critical
values of the portmanteau tests.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le test portmanteau a été introduit par Box et Pierce [2] (noté BP dans la suite) afin de mesurer la qualité d’ajustement
d’un modèle ARMA fort univarié. Ce test a été étendu au cas de modèles VARMA par Chitturi [3]. Comme dans le cas univa-
rié, ce test est basé sur les résidus ε̂t résultant de l’estimation des paramètres du modèle (1). Hosking [6] a proposé plusieurs
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formes équivalentes à la statistique de BP dont la plus basique est la suivante Pm = n
∑m

h=1 Tr(Γ̂ ′
ε(h)Γ̂ −1

ε (0)Γ̂ε(h)Γ̂ −1
ε (0)),

où Γ̂ε est la fonction d’autocovariance résiduelle définie dans la section 2. La forme compliquée de la statistiques Pm est
due au fait qu’elle s’applique à des séries multivariées. Dans cette Note, nous étudierons le comportement asymptotique
du test portmanteau dans le cadre de modèles VARMA dont les termes d’erreur sont non corrélés mais peuvent contenir
des dépendances non linéaires. Ainsi nous introduisons les coefficients de mélange fort d’un processus vectoriel Z = (Zt)

définis par αZ (h) = supA∈σ(Zu :u�t),B∈σ(Zu :u�t+h) |P (A ∩ B) − P (A)P (B)|. Soit Xt = (X1t, . . . , Xdt)
′ un processus stationnaire

au second ordre, vérifiant

A00 Xt −
p0∑

i=1

A0i Xt−i = B00εt −
q0∑
j=1

B0iεt− j, ∀t ∈ Z (1)

où le terme d’erreur εt = (ε1t , . . . , εdt)
′ est un bruit blanc faible, c’est-à-dire une suite de variables aléatoires centrées

(Eεt = 0), non corrélées, avec une matrice de covariance non singulière Σ0. Pour l’estimation des paramètres du mo-
dèle (1), nous utiliserons la paramétrisation ainsi que la méthode du QMV définies dans Boubacar Mainassara et Francq [1],
noté BMF dans la suite. Ces auteurs ont établi la convergence forte et la normalité asymptotique de l’estimateur θ̂n du
QMV, sous les hypothèses essentielles d’ergodicité et de mélange suivantes : A1 : Le processus (εt) est stationnaire et
ergodique ; A2 : Il existe un réel ν > 0 tel que E‖εt‖4+2ν < ∞ et les coefficients de mélange du processus (εt) véri-
fient

∑∞
k=0{αε(k)} ν

2+ν < ∞. Soit les polynômes Aθ (z) = A0 − ∑p0
i=1 Ai zi et Bθ (z) = B0 − ∑q0

i=1 Bi zi . Nous ferons également
les hypothèses A3 : det A(z)det B(z) = 0 ⇒ |z| > 1 ; A4 : pour tout θ ∈ Θ tel que θ 	= θ0, soit les fonctions de transfert
A−1

0 B0 B−1
θ (z)Aθ (z) 	= A−1

00 B00 B−1
θ0

(z)Aθ0 (z) pour un z ∈ C ou alors A−1
0 B0Σ B ′

0 A−1′
0 	= A−1

00 B00Σ0 B ′
00 A−1′

00 ; A5 : Nous avons

θ0 ∈ ◦
Θ , où

◦
Θ est l’intérieur du sous espace compact Θ de l’espace des paramètres.

2. Comportement asymptotique

Définissons les fonctions d’autocovariances empiriques du bruit et résiduelles γ (h) = 1
n

∑n
t=h+1 εtε

′
t−h et Γ̂ε(h) =

1
n

∑n
t=h+1 ε̂t ε̂

′
t−h pour 0 � h < n. Nous considérons des vecteurs des m � 1 premières autocovariances empiriques γm =

({vecγ (1)}′, . . . , {vecγ (m)}′)′ . Soit Γ (�, �′) = ∑∞
h=−∞ E({εt−� ⊗ εt}{εt−h−�′ ⊗ εt−h}′), pour (�, �′) 	= (0,0). Posons Yn =

−2n−1 ∑n
t=1 ∂ε′

t(θ0)/∂θΣ−1
00 εt(θ0), où Σ00 = A−1

00 B00Σ0 B ′
00 A−1′

00 . Le Théorème suivant, qui est une extension directe du ré-

sultat donné dans Francq, Roy et Zakoïan [4], donne la distribution asymptotique jointe de θ̂n et γm :

Théorème 2.1. Sous les hypothèses A1–A5, quand n → ∞, nous avons
√

n(γm, θ̂n − θ0)
′ d⇒ N (0,Ξ) où Ξ =

( Σγm Σγm ,θ̂n

Σ ′
γm ,θ̂n

Σ
θ̂n

)
, avec

Σγm = {Γ (�, �′)}1��,�′�m, Σ ′
γm,θ̂n

= Covas(
√

n J−1Yn,
√

nγm) et Σ
θ̂n

= J−1 I J−1 , où Σ
θ̂n

est la variance asymptotique de θ̂n définie

dans BMF [1].

Soit Ŝε = diag(σ̂ε(1), . . . , σ̂ε(d)), où σ̂ε(i) =
√

n−1
∑n

t=1 ε̂2
it . Définissons les autocorrélations résiduelles de retard

� par R̂ε(�) = Ŝ−1
ε Γ̂ε(�) Ŝ−1

ε . Nous considérons des vecteurs des m � 1 premières autocorrélations résiduelles ρ̂m =
({vec R̂ε(1)}′, . . . , {vec R̂ε(m)}′)′ . Soit la matrice Φm = E{(ε′

t−1, . . . , ε
′
t−m)′ ⊗ ∂εt(θ0)/∂θ ′}. Le résultat suivant donne le com-

portement asymptotique des autocorrélations résiduelles :

Théorème 2.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, nous avons

√
nρ̂m ⇒ N (0,Σρ̂m

), où Σρ̂m
= {

Im ⊗ (Sε ⊗ Sε)
−1}Σ

Γ̂m

{
Im ⊗ (Sε ⊗ Sε)

−1},
avec Σ

Γ̂m
= Σγm + ΦmΣ

θ̂n
Φ ′

m + ΦmΣ
θ̂n,γm

+ Σ ′
θ̂n,γm

Φ ′
m.

Nous en déduisons la loi asymptotique exacte de la statistique Pm .

Théorème 2.3. Sous les hypothèses du Théorème 2.2, la statistique Pm converge en loi, quand n → ∞, vers Zm(ξm) = ∑d2m
i=1 ξi,d2m Z 2

i
où ξm = (ξ1,d2m, . . . , ξd2m,d2m)′ est le vecteur des valeurs propres de la matrice

Ωm = (
Im ⊗ Σ

−1/2
ε ⊗ Σ

−1/2
ε

)
Σ

Γ̂m

(
Im ⊗ Σ

−1/2
ε ⊗ Σ

−1/2
ε

)
,

où Σε = A−1
0 B0Σ B ′

0 A−1′
0 et les Z1, . . . , Zd2m sont des variables indépendantes, centrées et réduites normalement distribuées.

Ainsi quand le processus d’erreurs est un bruit blanc faible, la distribution asymptotique de la statistique Pm est une
somme pondérée de chi-deux. Cette distribution peut être très différente de l’approximation chi-deux usuelle du cas fort.
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Soit Ω̂m la matrice obtenu en remplaçant Ξ par son estimateur Ξ̂ et Σε par Σ̂ε dans la matrice Ωm . Nous définissons
ξ̂m = (ξ̂1,d2m, . . . , ξ̂d2m,d2m)′ le vecteur des valeurs propres de Ω̂m . Pour un niveau asymptotique de risque α, le test de
BP que nous proposons consiste à rejeter l’hypothèse d’adéquation de modèles VARMA(p0,q0) faibles quand la p-valeur
P (Zm(ξ̂m) > Pm) est inférieure à α. Dans la pratique, cette p-valeur est évaluée en utilisant l’algorithme de Imhof [7].
Notons que ces résultats sont aussi valides pour la version modifié de la statistique du test portmanteau de Ljung et Box
étendu par Hosking [5].
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