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ABSTRACT

Conditions under which a first-order Edgeworth expansion for M-estimators of V-
geometrically ergodic Markov chains exists are proposed in this Note. The expansion is
explicit.
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1. Enoncés des hypothéses et du théoréme

Soit (Qg)gece une famille paramétrique de noyaux de transition sur un espace d’états quelconque (E, &), ot @ est
un compact de R. On considére une chaine de Markov homogéne (Xp)n>o a valeurs dans E, de noyau de transition
{Qo(x,-); x € E}, et on suppose que (X;)n>0 est V-géométriquement ergodique uniformément en 6, a savoir :

Condition (M). Pour tout 6 € @, il existe une probabilité Qg-invariante notée 7y, une fonction non bornée V : E — [1, +00[
telles que supgcp 79 (V) < +o00. Il existe des constantes C > 0 et 0 <« < 1 telles que I'on ait, pour toute fonction f:E — R
mesurable vérifiant |f| <V :

Voe®, VneN, VxeE, |Qf(x) —my(f)] <Ck"V(x).

Sous des conditions d'irréductibilité et d’apériodicité, cette hypothése a 6 fixé est équivalente a la condition classique de
dérive Qg‘gv < poV + Mylc,, avec ng € N*, pg <1, My € R, et Cp un “petit” ensemble [4]. Pour obtenir (M), il suffit que
ny, Pg, My et Cy puissent étre choisis indépendants de 6.

La loi de Xp est notée g, et on suppose dans ce qui suit que supyce tg(V) < +o0. La loi de notre modéle statistique
associé a Qp et uy est notée Py, et Eg ,, I'espérance associée. Soit o = x(6) € I le paramétre d'intérét, ot I est un
intervalle ouvert de R. Pour une fonction mesurable réelle F sur I x E2, on pose, pour n > 1,
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1 n
My (o) .= — F(a, Xk_1, Xp).
n(@) =~ 3 F (e, X1, Xi)
k=1
On suppose que F(D existe et est intégrable, oit FU) := 3JF/dad, et que pour tout 6 € @, il existe un unique cg = ag(6) € I
tel que Ey r, [FD (o, Xo, X1)1 = 0. Enfin, on suppose que la v.a.r. &, = argmin M, (c) est définie pour tout n > 1.
Nous dirons que F:I x E2 — R vérifie la condition de Lipschitz (L) s'il existe n €]0,1/2[ et C > 0 tels que :

V(a, &) € I, V(x,y) € E2,  |F(a,x,y) — F(@',x,y)| <Cle —a/|(V®) + V ()", (L)

et que F vérifie la condition de domination (Dp,) (mo € N*) s'il existe £ > 0 et C > 0 tels que :

Vael, Y(x,y) € B2, |F(a,x )™ <c(Vo) + V). (D)

Introduisons maintenant les conditions d’application du théoréme a venir.

(@) M{"” (&) = 0 pour tout n > 1.

(b) Vn =1, ¥d > 0, supgep Po, uy{16n — cto| > d} = o(n~7) (consistance en o(n"?)).

(c) Les dérivées partielles F@ et F® existent, sont intégrables, et vérifient (L). .

(d) FO,F@ F® vérifient la condition de domination (D3). Soient m;(8) := Eg x,[FY (a0, X0, X1)] pour 1< j < 3. On
rappelle que par définition de og, m1(6) =0.

(e) infyee m2(0) > 0. Comme F, F@ F® vérifient (D), les variances asymptotiques suivantes sont bien définies (cf. [3])

c
d

2
1 SN :
0}(0)* = lim - By [(Z FO (o, Xi—1, Xi) — nmj(9)> } 1<j<3);
k=1
en outre, on sait qu'elles sont indépendantes de pig et telles que supyg 0;(6) < +o0.
(f) infgep 0j(6) >0 pour j=1,2.
(g) Condition de non-arithméticité. Nous préciserons cette condition dans la remarque 1.

Soit o (0) := ;12((3)) et pour j=1,2: S @) := > ko1 F9 (o, Xk—1, Xx) —nm;(6). On note A la fonction de répartition

de la loi N'(0, 1), et 1 sa densité.
Théoréme. Sous les hypothéses (M) et (a)-(g), il existe un polynéme A(-, ) tel que l'on ait :

vn>1, sup
6ed@,uekR

n . _1 _1
P@,HQ{%(% — ) < u} - N(u) —nun %A(u,e)’ =o(n %).
En outre, A(-, 0) admet des coefficients uniformément bornés en 6, et il s’écrit

_1m3,1(9)3 b1(9)] [1"13,1(9)3_ 012(0) 01(0)
6 01(0)3 01(0) 6 01(0)3 01(0)m(0)  2my(0)?

AU, 0) = [ mg(e)]uz

oit on définit by (6) := lim, By, ., [ (6)], 012(6) := limy By ., [SS 0) S (6)1/n et m3 1(6)3 := limy By, [(SL (6))31/n.

Le théoréme précédent a été démontré dans le cas i.i.d. par Pfanzagl [6] au changement suivant prés : les conditions
de moment d’ordre 3 du cas i.i.d. sont remplacées par la condition (D3). Cette condition de domination est naturelle dans
le cadre d’ergodicité V-géométrique. La condition (D) a déja été utilisée pour établir le théoréme central limite dans [1]
pour &y, tandis que (D3) fournit le théoréme de Berry-Esseen dans [3].

2. Idée de la preuve

Le résumé ci-dessous de I'extension de [6] au cas markovien montrera que la difficulté principale réside dans le fait
de disposer, sous les conditions (M), de développements d’Edgeworth d’ordre 1 pour S,(§) := 22:1 E(Xy_1, Xk) pour &
vérifiant (D3). Plus précisément, ces propriétés devront étre établies pour les fonctionnelles & (x, y) = FV(ag, x, y), puis

£9(x. y) = F? (g, x, y), et enfin pour &, (p.v)(x. y) = F V(0. X, ) + 6o (p. V)(FP (0. x, y) —ma(6)) + LBV (FO (g, x, y)
—m3()) avec (p,v) € J :={(p,v) e N* x R; |v| <2/Inp}, et g4(p,v) telle que SUPye o, v|<2+/inp co(p,v)? = O(p_%).
En outre, les constantes intervenant dans ces développements d’Edgeworth devront étre controlées uniformément en
@, (p,v)) € ® x ] via les constantes de (D3). Dans [6], ces résultats sont obtenus grace aux développements d’Edgeworth
classiques pour v.a.ii.d. Pour les modéles markoviens vérifiant la condition (M), ces propriétés résultent du travail récent
[2] qui doit &étre appliqué ici aux noyaux de Fourier Qg, (p,v)(0)(x,dy) := eltfo.o.®Y) Qp(x,dy) (qui permettent I'étude de
fonctions de (Xj_1, Xi)).
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Grace a ces résultats probabilistes, on peut comme dans [6] étudier Pg,ﬂy{%(&n — ap) < u} selon que |u| >2+/Inn ou
|u| < 2+/Inn. Dans un premier temps, on désigne par A(-,0) un polyndme quelconque, et I'on suppose que les coefficients
de A(-,0) sont uniformément bornés en 6. Posons P, g(u) := |]P9,M9{%(6{n —og) <u}—N@u) — n(u)n_%A(u, 0)|.

e Cas |u| > 2+/Inn. Comme les coefficients de A(-,0) sont uniformément bornés en 6, on montre facilement que
1 ~ 2 L2 . . . .
SUPyc . |u|>2inn Ppo(u) <o(n™2)+supgep Po,uy {%Wn —ag| = 2+/Inn}. Par I'égalité des accroissements finis, il existe
une v.a.. o, vérifiant |y — ag| < |G — o] et

0 =M @n) = M (@) + (@n — @) ML (@)

On utilise ensuite le développement d’Edgeworth pour F(V pour montrer que SUDy g uj>2vinn Pno (W) < o(n‘%) +
SUPgco IPQ,M,{%lM,(lz) (&n)| < m2(0)}. Enfin, 'hypothése de consistance et le développement d’Edgeworth pour F® per-

mettent de conclure a sup,_, u|>2inn Pn.o (W) = o(n—%),
e Cas |u| <2+/Inn. On a {%(&" —ap) <u}={&n <t} avec T:=0wg + gp(n,u) et go(n,u) := %ﬁ)u. En outre, il existe

une v.a.r. 07{1 vérifiant |o7,’., —T| < |Gy — 7| et
1), 1 A 2) (77
0= M (@) =My (¥) + (@n — DM ().

. . ~ _1 .
On montre par les mémes arguments que précédemment que sup, g \u\<2\/mp9,ﬂa{Mr(72)(0‘f/7) <0} =o0(n"2), ce qui
ramene I'étude au terme sup, | <2vinn ]P’g,w{M,ﬁ])(t) > 0}. Par ailleurs, il existe une v.a.. «; vérifiant |o — ag| <
|T —ap| et

So(n, u)?

MP (1) = MY (a0) + ¢ (n, WM () + M (o).

2
On considére alors I'événement Bni,e,u = {M,ﬁl)(ao) + co(n, u)Mﬁz) (ap) + MM,?) (ag) = ¢ > 0} avec la constante
¢ =cp(u, ) > 0 choisie telle qu'il suffise de montrer I'existence d’'un polynéme A(-, 0) vérifiant SUPyc . |u|<2+/inn [Py, X

{B;jfe,u} —N@) — n(u)n*%A(u,6)| = o(n’%) pour terminer la preuve du théoréme par encadrement. Pour cela, on
considére la somme Sy (£) associée a la fonctionnelle & (p v)(x, y) définie plus haut pour trouver I'expression donnée

dans I'énoncé du théoréme.

Remarque 1. La condition de non-arithméticité (g) s’écrit comme suit : pour tout compact Ko C R*, il existe 0 < p <1 tel
que l'on ait : Vn > 1, Vt € Ko, SUDpew, (p.v)ej 1Qa.p.v(®)"lv < 0(p™), olt || - lv désigne la norme d'opérateur sur I'espace
By :={f :E — C mesurables telles que || f|ly := supycg | f )|/ V (x) < +00}. A (6, p,v) fixé, cette condition se réduit 3 une
condition de type “nonlattice” (cf. [2]). Ici, la difficulté provient du fait qu'on requiert un contréle uniforme en (0, p, v) (cf.
I'exemple ci-dessous).

Remarque 2. La méthode résumée ci-dessus dans le cas |u| < 2+/Inn, légérement différente de [6], simplifie la mise en place
des arguments de dérivées et des techniques spectrales de [2]. La condition (g) est plus forte que celle de [6] qui ne fait
intervenir que F(. Cependant, sous des hypothéses assez générales, on montre que la condition (g) se réduit aussi 3 une
condition portant uniquement sur F), comme le suggére 'exemple suivant.

Exemple. Dans le cas des processus vectoriels autorégressifs, un théoréme de Berry-Esseen avec une vitesse en (Inn)!/2/./n
est obtenu dans [5] pour I'estimateur du maximum de vraisemblance d’'un paramétre scalaire. Leur hypothése de type mo-
ment exponentiel est toutefois assez restrictive. A titre d’exemple, considérons le cas simple du systéme linéaire scalaire
Xn=0Xn_1+ Wp, avec (Wp)n>o une suite de va.iid. réelles de densité fy (x) := V2/[m (1 + x*)] et indépendantes de X,
et ® un compact inclus dans {# € R; |#| < 1}. Le noyau de transition associé est Qq(x,dy) := fw (y —6x)dy, et on introduit
V(x) := (1 + |x|)Y pour 0 <y < 3. Alors (M) est satisfaite. Si de plus on considére I'estimateur du maximum de vrai-
semblance de 0 (x(0) :=6), alors F(0,x,y) := —In fw (y — 6x) et les hypothéses (a)-(g) sont vérifiées. En particulier, F ne
s’écrivant pas comme la somme de deux fonctions de x et y, on montre que la condition de non-arithméticité ci-dessus est
bien satisfaite.
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