
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 348 (2010) 263–265
Contents lists available at ScienceDirect

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I

www.sciencedirect.com

Équations différentielles

Un D-groupoïde de Galois local pour les systèmes aux q-différences
fuchsiens

A local Galois D-groupoid for fuchsian q-difference systems

Anne Granier

Institut de mathématiques, UMR 5219, université Paul-Sabatier (Toulouse III), 31062 Toulouse cedex 9, France

i n f o a r t i c l e r é s u m é

Historique de l’article :
Reçu le 19 septembre 2008
Accepté après révision le 13 janvier 2010
Disponible sur Internet le 21 février 2010

Présenté par Jean-Pierre Ramis

Nous calculons le D-groupoïde de Galois d’un système aux q-différences linéaire à
coefficients constants et nous définissons, en donnant ses réalisations, un D-groupoïde
de Galois local pour les systèmes aux q-différences fuchsiens.
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a b s t r a c t

We compute the Galois D-groupoid of a constant linear q-difference system and we define,
giving its realisations, a local Galois D-groupoid for fuchsian q-difference systems.
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1. Introduction

Soit M une variété analytique complexe lisse, séparée et connexe, de dimension notée m. On appellera difféomorphisme
local de M une application biholomorphe définie entre deux ouverts de M . La notion de D-groupoïde utilisée ici a été
développée par B. Malgrange dans [1] et permet de considérer, tout en acceptant un lieu singulier, les sous-groupoïdes du
groupoïde des germes de difféomorphismes locaux de M définis par un système d’équations aux dérivées partielles.

L’objet qui représente le système d’équations aux dérivées partielles est ce que l’on appellera un système différentiel sur
M ; c’est, en termes précis, une D-sous-variété de la D-variété des jets de difféomorphismes locaux de M . Commençons par
rappeller cette définition.

Les jets de difféomorphismes locaux de M sont déterminés par les coordonnées locales notées (y1, . . . , ym) du point

source, les coordonnées locales notées ( ȳ1, . . . , ȳm) du point but, et les coordonnées locales notées ∂ ȳ1
∂ y1

,
∂ ȳ1
∂ y2

, . . . ,
∂2 ȳ1

∂ y2
1

, . . .

représentant les dérivées partielles évaluées au point source. On s’autorisera des notations abrégées comme par exemple ∂ ȳ
∂ y

pour représenter toutes les coordonnées ∂ ȳi
∂ y j

. On notera δ = det( ∂ ȳ
∂ y ) pour représenter le jacobien des jets évalué au point

source.
On désignera par r un entier naturel. On appellera équation d’ordre � r une fonction E(y, ȳ,

∂ ȳ
∂ y , . . . ,

∂r ȳ
∂ yr ) qui dépend

localement et holomorphiquement des coordonnées source et but et polynomialement de δ−1 et des coordonnées représen-
tant les dérivées partielles d’ordre � r. Ces équations sont munies d’une structure de faisceau sur M × M que l’on notera
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O J∗r (M,M) . On note O J∗(M,M) = lim−→ O J∗r (M,M) . Ce faisceau est muni de dérivations naturelles par rapport aux coordonnées

source. On a par exemple D yk .
∂ ȳi
∂ y j

= ∂2 ȳi
∂ yk∂ y j

.

On appellera système différentiel sur M la donnée d’un idéal différentiel I de O J∗(M,M) tel que les idéaux Ir = I ∩
O J∗r (M,M) sont cohérents. Les solutions de I , notées sol(I), sont les germes de difféomorphismes locaux g : V s → Vt tels

que, pour toute équation E d’une fibre I(a,g(a)) , avec a ∈ V s , la fonction définie par y �→ E(y, g(y),
∂ g
∂ y (y), . . .) est nulle sur

un voisinage de a dans M .
Les germes de difféomorphismes locaux de M sont munis d’une structure de groupoïde ensembliste, notée Aut(M), pour

la composition c et l’inversion i des germes de difféomorphismes. Il s’agit alors de caractériser, à l’aide des comorphismes c∗
et i∗ définis sur O J∗(M,M) , les systèmes différentiels sur M dont l’ensemble des solutions est un sous-groupoïde de Aut(M).

On appellera groupoïde d’ordre r sur M un idéal cohérent Ir ⊂ O J∗r (M,M) qui est (i) annulé par le difféomorphisme
identité, tel que (ii) c∗(Ir) ⊂ Ir ⊗ O J∗r (M,M) + O J∗r (M,M) ⊗ Ir , et tel que (iii) ι∗(Ir) ⊂ Ir . Les solutions d’un groupoïde d’ordre
r sur M forment un sous-groupoïde de Aut(M).

Un D-groupoïde sur M est, selon [1], un système différentiel réduit I ⊂ O J∗(M,M) qui est (i) annulé par le difféomor-
phisme identité, tel que (ii) pour tout ouvert relativement compact U de M , il existe une sous-variété analytique complexe
fermée Z de U de codimension � 1 et un entier r0 ∈ N tels que, pour tout r � r0 et en notant Ir = I ∩ O J∗r (M,M) , on ait
au-dessus de (U \ Z)2 : c∗(Ir) ⊂ Ir ⊗ O J∗r (M,M) + O J∗r (M,M) ⊗ Ir , et tel que (iii) ι∗(I) ⊂ I . Les solutions d’un D-groupoïde
forment un sous-groupoïde de Aut(M).

La souplesse introduite par Malgrange dans la définition de D-groupoïde lui permet d’obtenir deux résultats essentiels.
Le théorème 4.4.1 de [1] assure que l’idéal différentiel réduit de O J∗r (M,M) engendré par un groupoïde d’ordre r est un
D-groupoïde sur M . Le théorème 4.5.1 de [1] assure que, étant donné une famille {G i}i∈I de D-groupoïdes sur M , leur inter-
section

√∑
G i en est un. Ce dernier résultat permet de définir la notion de D-enveloppe d’un sous-groupoïde quelconque

de Aut(M).
La notion de D-groupoïde brièvement présentée ci-dessus a été introduite par Malgrange afin de définir, pour les équa-

tions différentielles non linéaires, un objet qui généralise le groupe de Galois différentiel des équations linéaires. Selon [1], le
D-groupoïde de Galois d’un système différentiel X ′ = F (z, X) de rang n est la D-enveloppe de la dynamique de ce système,
c’est-à-dire l’intersection des D-groupoïdes sur P 1

C × C
n contenant les transformations d’holonomie du feuilletage singulier

associé parmi leurs solutions. Malgrange justifie sa construction en montrant que le D-groupoïde de Galois d’un système
différentiel linéaire redonne la définition tannakienne du groupe de Galois différentiel.

Nous définissons ici un D-groupoïde de Galois pour les systèmes aux q-différences. Nous le calculons explicitement dans
le cas des systèmes aux q-différences linéaires à coefficients constants et retrouvons la description de J. Sauloy dans [2] du
groupe de Galois du système. On établit ensuite une conjugaison entre les D-groupoïdes de Galois de deux systèmes aux
q-différences linéaires à coefficients constants équivalents et l’on définit alors, en donnant ses réalisations, un D-groupoïde
de Galois local pour les systèmes aux q-différences fuchsiens.

2. Le D-groupoïde de Galois d’un système aux q-différences

Soit q ∈ C
∗ tel que |q| > 1. Soit n ∈ N

∗ . On considère un système aux q-différences a priori non linéaire X(qz) = F (z, X(z)),
avec F (z, X) ∈ C(z, X)n . On note M la variété analytique complexe P 1

C × C
n . On notera z, X1, . . . , Xn, z̄, X̄1, . . . , X̄n, ∂ z̄

∂z , . . .

les coordonnées des jets de M .

Définition 2.1. On appelle dynamique du système X(qz) = F (z, X(z)) le sous-groupoïde ensembliste de Aut(M) engendré par
les germes de difféomorphismes locaux de M de la forme (z, X) �→ (qz, F (z, X)). On le note Dyn(F ). Alors, le D-groupoïde
de Galois de ce système est l’intersection des D-groupoïdes sur M , au sens du théorème 4.5.1 de [1], contenant Dyn(F )

parmi leurs solutions. On le note G al(F ).

On considère X(qz) = A X(z) un système linéaire constant défini par une matrice A ∈ GLn(C). On note Jac le sous-groupe
algébrique de GLn+1(C) engendré par la matrice diagonale par blocs J = diag(q, A) = (

q 0
0 A

). On note C[Ti, j,�
−1] l’algèbre

de Hopf du groupe algébrique GLn+1(C) et I l’idéal de C[Ti, j,�
−1] qui définit le sous-groupe algébrique Jac. On note

τ : C[Ti, j,�
−1] → O J∗(M,M) le morphisme de C-algèbres défini par (T0,0, T0, j, Ti,0, Ti, j)1�i, j�n �→ ( ∂ z̄

∂z ,
∂ z̄
∂ X , ∂ X̄

∂z , ∂ X̄
∂ X ).

Théorème 2.2. Le D-groupoïde de Galois G al(A) du système X(qz) = A X(z) est le D-groupoïde sur M engendré, au sens du théo-
rème 4.4.1 de [1], par le groupoïde d’ordre 2 :

G(A)2 =
〈

∂ z̄

∂ X
,
∂ z̄

∂z
z − z̄, ∂2 z̄,

∂ X̄

∂z
,
∂ X̄

∂ X
X − X̄, ∂2 X̄, τ (I)

〉
⊂ O J∗2(M,M)

L’ensemble de ses solutions est le sous-groupoïde de Aut(M) constitué des germes de difféomorphismes de M de la forme (z, X) �→
(αz, β X), avec α ∈ C

∗ et β ∈ GLn(C) tels que diag(α,β) ∈ Jac.
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Étapes de la preuve. La dynamique Dyn(A) du système considéré est constituée des germes de difféomorphismes de M de
la forme (z, X) �→ (qk z, Ak X), avec k ∈ Z. Ils sont solutions des équations de G(A)2. On vérifie par le calcul que G(A)2 est un
groupoïde d’ordre 2. On obtient par dérivation les équations qui déterminent le D-groupoïde

√
G(A)′ engendré par G(A)2.

Les solutions de
√

G(A)′ sont les germes de difféomorphismes de M de la forme (z, X) �→ (αz, β X), avec diag(α,β) ∈ Jac.
Elles contiennent Dyn(A). Ce D-groupoïde est donc un majorant de G al(A), c’est-à-dire

√
G(A)′ ⊂ G al(A).

Réciproquement, toute équation de G al(A) se réduit modulo
√

G(A)′ en une équation E(z, X, ∂ z̄
∂z ,

∂ X̄
∂ X ) de G al(A). Les

éléments de Dyn(A) sont solutions de E . Donc, pour tout point (z0, X0) de la partie source de l’ouvert de définition de E ,
on a E(z0, X0,

∂ z̄
∂z ,

∂ X̄
∂ X ) ∈ τ (I). On montre qu’alors E ∈ G(A)2 ⊂ √

G(A)′ .
Soit Z

alg = Z
alg
s × Z

alg
u = Homgr(C

∗,C
∗) × C l’enveloppe pro-algébrique de Z, calculée dans [2]. Soit A = As Au la

décomposition de Dunford multiplicative de la matrice A. On rappelle que, selon la description de [2], le groupoïde
de Galois du système X(qz) = A X(z) est le groupoïde de base C

∗ , et dont l’ensemble des arêtes entre deux points
z0, z1 ∈ C

∗ est Gal(A)(z0, z1) = {γ (As)Aλ
u; (γ ,λ) ∈ Z

alg: γ (q)z0 = z1}. En particulier, le groupe de Galois de ce système
est Gal(A) = {γ (As)Aλ

u; (γ ,λ) ∈ Z
alg: γ (q) = 1}.

Lemme 2.3. On a Jac = {γ ( J s) Jλ
u; (γ ,λ) ∈ Z

alg}, avec J = J s Ju la décomposition de Dunford de J .

Corollaire 2.4. Les solutions de G al(A) sont les germes de difféomorphismes de M de la forme (z, X) �→ (γ (q)z, γ (As)Aλ
u X), avec

(γ ,λ) ∈ Z
alg . En particulier, les solutions de G al(A) qui fixent une transversale de C

∗ × C
n sont les germes de difféomorphismes de M

de la forme (z, X) �→ (z, D X), avec D ∈ Gal(A).

3. Un D-groupoïde de Galois local pour les systèmes aux q-différences fuchsiens

Soient X(qz) = A X(z) et X(qz) = B X(z), avec A, B ∈ GLn(C), deux systèmes linéaires constants équivalents. Il existe
donc une transformation de jauge F (z) ∈ GLn(C[z, z−1]) telle que F (qz)A F (z)−1 = B . On note M∗ = C

∗ × C
n . On note

G al(A)|(M∗×M∗) (resp. G al(B)|(M∗×M∗)) la restriction à M∗ × M∗ du faisceau d’équations qui définit le D-groupoïde de Galois
G al(A) (resp. Gal(B)) du système X(qz) = A X(z) (resp. X(qz) = B X(z)).

En notant f le difféomorphisme local de M∗ défini par (z, X) �→ (z, F (z)X), on a sur M∗ la conjugaison f ◦ Dyn(A) ◦
f −1 = Dyn(B). On considère donc l’isomorphisme ϕ du groupoïde ensembliste Aut(M∗) défini par g �→ f ◦ g ◦ f −1, de sorte
que ϕ[Dyn(A) ∩ Aut(M∗)] = Dyn(B) ∩ Aut(M∗), et son comorphisme associé ϕ∗ , défini sur O J∗(M∗,M∗) par E �→ E ◦ ϕ .

On note ϕ0 = f × f l’homéomorphisme de M∗ × M∗ induit par ϕ et l’on utilise la notation (ϕ−1
0 )∗ pour désigner l’image

directe par ϕ−1
0 d’un faisceau sur M∗ × M∗ .

Théorème 3.1. On a la conjugaison de D-groupoïdes suivante :(
ϕ−1

0

)
∗
(
ϕ∗[Gal(B)|(M∗×M∗)

]) = Gal(A)|(M∗×M∗)

et par conséquent, la conjugaison des groupoïdes de solutions suivante :

ϕ
[
sol

(
Gal(A)

) ∩ Aut
(
M∗)] = sol

(
Gal(B)

) ∩ Aut
(
M∗)

Résumé de la preuve. On vérifie d’une part que (ϕ−1
0 )∗(ϕ∗[G al(B)|(M∗×M∗)]) est un D-groupoïde sur M∗ contenant Dyn(A)∩

Aut(M∗) parmi ses solutions. On obtient d’autre part, en reprenant en restriction à M∗ le calcul du Théorème 2.2, que la
restriction G al(A)|(M∗×M∗) est l’intersection des D-groupoïdes sur M∗ contenant Dyn(A)∩ Aut(M∗) parmi leurs solutions. On
obtient donc l’inclusion (ϕ−1

0 )∗(ϕ∗[G al(B)|(M∗×M∗)]) ⊂ G al(A)|(M∗×M∗) . L’inclusion réciproque s’obtient en considérant ϕ−1.
Etant donné le Corollaire 2.4, la restriction de cette conjugaion des solutions des D-groupoïdes de Galois à une transver-

sale {z0} × C
n de M∗ permet d’obtenir la conjugaison F (z0)Gal(A)F (z0)

−1 = Gal(B) des groupes de Galois correspondants.
Cette conjugaison découle également de la définition tannakienne de [2] du groupe de Galois d’un système linéaire constant
et justifie la définition par ses réalisations d’un groupe de Galois local pour les systèmes aux q-différences fuchsiens.

De même, le Théorème 3.1 justifie la définition suivante :

Définition 3.2. Soit X(qz) = A(z)X(z), avec A(z) ∈ GLn(C(z)), un système linéaire rationnel fuchsien en 0. Une réalisation
du D-groupoïde de Galois local en 0 de ce système est le D-groupoïde de Galois G al(A(0)) d’un système constant X(qz) =
A(0) X(z), avec A(0) ∈ GLn(C), qui lui est localement équivalent.
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