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On s’intéresse dans cette Note à la structure des groupes p-adiques à engendrement
compact possédant la propriété (RD). On montre en particulier qu’un groupe algébrique
à engendrement compact dont le radical est à engendrement compact possède la propriété
(RD) si et seulement si il est réductif.
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a b s t r a c t

We investigate in this Note the structure of compactly generated p-adic groups that have
property (RD). We prove in particular that a compactly generated algebraic group over Qp

with a compactly generated radical has property (RD) if and only if it is reductive.
© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Propriété (RD)

Soit G un groupe localement compact à engendrement compact muni d’une mesure de Haar invariante à gauche que
nous notons dg et soit Ω = Ω−1 un voisinage symétrique compact de l’élément identité e dans G qui engendre G , i.e.⋃

n Ωn = G , où Ωn = Ω . . .Ω (n fois), n = 0,1, . . . avec Ω0 = {e}. On pose alors, pour tout g ∈ G :

|g|Ω = inf
{
n = 0,1, . . . , g ∈ Ωn} (1)

et pour tout R > 0

B R(e) = {|g|Ω � R
}
.

La fonction longueur définie par (1) dépend, mais d’une manière inessentielle du voisinage Ω . On montre facilement que si
Ω ′ est un autre voisinage de e qui engendre G alors la fonction longueur qui lui est associée est équivalente à la fonction
longueur définie par (1).

On dit que le groupe G possède la propriété (RD) si pour toute fonction continue ϕ ∈ Cc(G) à support inclus dans B R(e),
R � 1 :

‖ f ∗ ϕ‖L2(G) � C R D‖ϕ‖L2(G)‖ f ‖L2(G), f ∈ Cc(G), R � 1, (2)
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où C et D sont deux constantes strictement positives indépendantes de ϕ , f et R . L’espace L2(G) dans (2) est défini
relativement à la mesure de Haar dg et le produit de convolution f ∗ ϕ est défini par :

f ∗ ϕ(g) =
∫

ϕ
(
h−1 g

)
f (h)dh, g ∈ G.

La propriété (RD) est apparue dans les travaux de U. Haagerup (cf. [7]), et a été étudiée d’une manière systématique par
P. Jolissaint dans [10]. Son utilité dans la théorie des C∗-algèbres a été mise en évidence par A. Connes et H. Moscovici (cf.
[4] où cette propriété est utilisée pour prouver la conjecture de Novikov) et par V. Lafforgue qui l’a utilisée dans [12] pour
donner une démonstration de la conjecture de Baum–Connes pour certains groupes discrets possédant la propriété (T) (cf.
aussi [14]). La validité de la propriété (RD) a été établie dans plusieurs classes de groupes. Citons notamment les groupes
libres (U. Haagerup [7]), les groupes à croissance polynomiale et les groupes hyperboliques classiques (P. Jolissaint [10]), les
groupes hyperboliques au sens de Gromov (P. de la Harpe [5]), les sous-groupes discrets co-compacts de SL3(Qp) (Ramagge,
Robertson et Steger [13]) ainsi que les sous-groupes discrets co-compacts de SL3(R) (V. Lafforgue [11]).

Plus récemment I. Chatterji, C. Pittet et L. Saloff-Coste ont donné une description algébrique très précise des groupes
réels connexes possédant la propriété (RD) (cf. [3]). Ils ont aussi montré dans [3] que tout groupe semi-simple sur un corps
p-adique possède la propriété (RD). Une conséquence facile du théorème de Chatterji, C. Pittet et L. Saloff-Coste (voir §2 ci-
dessous) est que tout groupe réductif sur un corps p-adique possède la propriété (RD). Le but de cette Note est de préciser
ce dernier résultat et de mettre en évidence des propriétés algébriques susceptibles de donner une caractérisation complète
des groupes p-adiques ayant la propriété (RD).

2. Groupes algébriques p-adiques

Soient k un corps local de caractéristique 0 et G un k-groupe algébrique. On désigne par Go la composante connexe de G
et par R(Go) (resp. Ru(Go)) le radical (resp. le radical unipotent) de Go . Rappelons que R(Go) est le plus grand sous-groupe
distingué fermé résoluble connexe de Go et que Ru(Go) est le plus grand sous-groupe distingué fermé unipotent connexe
de Go . On note V = Ru(Go)/(Ru(Go), Ru(Go)) et ρ la représentation de R(Go) dans l’algèbre de Lie v de V définie à partir
de la représentation adjointe de G .

Théorème 1. Soient k un corps local de caractéristique 0 et G un k-groupe algébrique comme ci-dessus. Supposons G à engendrement
compact. Si G possède la propriété (RD) alors, ou bien G est réductif, ou bien v contient un sous-espace w �= 0 défini sur k, stable par
R(Go) et tel que l’image de R(Go) dans GL(w) par ρ est compacte.

Corollaire 1. Soient k un corps local de caractéristique 0 et G un k-groupe algébrique comme ci-dessus. Supposons G et R(G) à
engendrement compact. Alors G possède la propriété (RD) si et seulement si G est réductif.

Les commentaires qui suivent peuvent aider à mieux mettre en perspective les deux énoncés précédents.
1. Le Corollaire 1 (qui est une conséquence immédiate du Théorème 1 et du théorème du §13.4 de [2]) peut être consi-

déré comme un analogue p-adique du théorème principal de l’article de Chatterji, Pittet et Saloff-Coste dans le contexte des
groupes à engendrement compact.

2. Il est possible de donner une définition de la propriété (RD) qui s’applique à des groupes qui ne sont pas à engendre-
ment compact en se donnant une longueur l (c’est-à-dire une fonction continue l : G → R+ vérifiant l(e) = 0, l(g−1) = l(g)

et l(gh) � l(g) + l(h)), telle que l’inégalité (2) ait lieu pour les boules induites par cette longueur. Une telle définition existe
dans la littérature (cf. [3], §2.1) et il est important de noter que la propriété (RD) devient dans ce contexte une propriété du
couple (G, l) (cf. [3], p. 515). Cette définition a l’avantage d’inclure dans la classe des groupes ayant la propriété (RD) tous
les espaces vectoriels Qn

p (il suffit pour cela de choisir pour longueur l la norme ultramétrique). On peut alors déduire que

le produit direct Q2
p × SL2(Q

2
p) possède la propriété (RD).

3. Il est naturel de s’intéresser au produit semi-direct Q2
p � SL2(Q

2
p) (induit par l’action naturelle de SL2(Q

2
p) sur Q2

p). Ce
groupe qui est à engendrement compact ne fait pas partie de la classe des groupes auxquels s’applique la caractérisation
du Corollaire 1 ; son radical n’est pas à engendrement compact. Par ailleurs la démonstration du Théorème 1 est basée sur
une estimation de nature probabiliste dont la preuve utilise d’une manière cruciale l’hypothèse d’engendrement compact du
radical de G et qu’il n’est pas possible d’adapter au cas du groupe Q2

p � SL2(Q
2
p). C’est là où réside la principale difficulté

pour obtenir une caractérisation complète des groupes p-adiques possédant la propriété (RD). Pour surmonter cette diffi-
culté il est nécessaire de développer des méthodes permettant l’analyse des marches aléatoires sur les groupes localement
compacts indépendamment de la propriété d’engendrement compact.

3. Idée de la preuve

Soient k un corps local de caractéristique 0 et G un k-groupe algébrique comme dans le Théorème 1. Le groupe Go

étant d’indice fini dans G (cf. [1], Corollaire 6.4) on peut supposer, en vertu du Lemme 3.3 de [3], que G est connexe.
Supposons G réductif. Il est alors à génération compacte (cf. [2], §13) et il possède la propriété (RD). Ceci résulte facilement
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du Théorème 4.5 de [3], du Corollaire 3.1.8 de [10], et du Lemme 3.1 de [3] (combinés aux théorèmes de structure du §2.3
de [2]).

Supposons maintenant que G , n’est pas réductif, qu’il possède la propriété (RD) et que v ne contienne aucun sous-
espace w �= 0 stable par R(G) et tel que l’image de R(G) dans GL(w) par ρ soit compacte. Nous désignerons cette dernière
hypothèse par l’hypothèse (H).

On en déduit facilement (cf. [2], §13) que R(G) est à engendrement compact et à croissance exponentielle du volume
(pour la notion de croissance du volume d’un groupe localement compact à engendrement compact cf. [6,8]).

Observons par ailleurs que le groupe G est forcément non moyennable. En effet, pour un groupe moyennable la propriété
(RD) entraîne la croissance polynomiale du volume (cf. [10]). Or le radical de G étant à croissance exponentielle, le groupe
G lui même est à croissance exponentielle (cf. [6], Théorème 1.2). Observons enfin qu’en vertu du Théorème 2.2 de [9] le
groupe G est aussi unimodulaire.

Soit dμ(g) = Φ(g)dg ∈ P(G) une mesure de probabilité sur G , symétrique (i.e. dμ(g−1) = dμ(g)), dont la densité Φ est
une fonction continue à support compact et telle qu’il existe un voisinage symétrique relativement compact de l’identité
U ⊂ G tel que infU Φ(g) > 0 et

⋃
n Un = G . On désigne par dμ∗n(g) ∈ P(G), n = 1,2, . . . les puissances de convolution

successives de la mesure dμ et par Φn , n = 1,2, . . . les densités correspondantes. Observons que du fait de l’unimodularité
de G la densité Φn est symétrique.

Théorème 2. Soient G, dμ(g) ∈ P(G) et Φn comme ci-dessus. Alors :

‖Φn‖2
L2(G)

� C
∥∥μ∗2n

∥∥
L2(G)→L2(G)

exp
(−cn1/3), n = 1,2, . . . (3)

où C et c désignent deux constantes strictement positives indépendantes de n.

Dans le théorème précédent μ∗n désigne l’opérateur de convolution induit par la mesure dμ∗n(g) ∈ P(G) et la notation
‖T ‖L2(G)→L2(G) est utilisée pour désigner la norme d’opérateur d’un opérateur borné T : L2(G) → L2(G).

L’estimation (3) est de nature probabiliste. En effet, du fait de la symétrie de la densité Φn la norme ‖Φn‖L2(G) vérifie
‖Φn‖L2(G) = [Φ2n(e)]1/2. Autrement dit ‖Φn‖L2(G) peut s’interpréter comme la racine carrée d’une probabilité de retour à
l’origine dans le groupe G .

Un corollaire immédiat du Théorème 2 est que le groupe G ne peut pas posséder (RD) (cf. [3], §7). En effet la condition
de support vérifiée par la densité Φ et (2) entraînent que

∥∥μ∗2n
∥∥

L2(G)→L2(G)
= ∥∥μ∗n

∥∥2
L2(G)→L2(G)

� Cn2D‖Φn‖2
L2(G)

, n = 1,2, . . .

où C et D désignent deux constantes strictement positives indépendantes de n. Or une telle estimation n’est pas compatible
avec (3). Ce qui prouve que l’hypothèse (H) est absurde.

La preuve de l’estimation (3) est délicate. Elle combine des techniques issues de [15] et [16] développées par
N.Th. Varopoulos dans le cadre de l’analyse du noyau de la chaleur et des marches aléatoires sur les groupes de Lie.
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