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L’objet de cette Note est de donner, dans un cadre analytique, un critère infinitésimal pour
qu’un espace vectoriel soit localement homogène sous l’action d’un groupe. Dans le cas
C∞, un tel résultat a été démontré par Sergeraert dans sa thèse, en utilisant un théorème
d’inversion locale dans les espaces de Fréchet (Sergeraert (1972) [4, Théorème 4.2.5 et
Corollaire 4.2.6]) (voir également Moser (1966) [3], Zehnder (1976) [5]).
Notre approche diffère de celle de Sergeraert par l’usage direct de la structure de groupe
sous-jacente. En suivant la méthode itérative utilisée par Kolmogorov et Arnold dans leur
démonstration du théorème des tores invariants (Kolmogorov (1954) [2], Arnold (1963)
[1]), elle fournit une réponse à l’heuristique donnée par Zehnder (1976) [5, Chap. 5].

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

In this Note, we give an infinitesimal criterion, in an analytic setting, for a vector space
to be locally homogeneous under some group action. In the C∞ case, such a result was
obtained by Sergeraert in his thesis, using an inverse function theorem in Fréchet spaces
(Sergeraert (1972) [4, Theorem 4.2.5 and Corollary 4.2.6]) (see also Moser (1966) [3],
Zehnder (1976) [5]).
Our approach differs from that of Sergeraert because we directly use the underlying group
structure. By following the iterative method used by Kolmogorov and Arnold in the proof
of the invariant tori theorem (Kolmogorov (1954) [2], Arnold (1963) [1]), it provides an
answer to the heuristic question asked by Zehnder (1976) [5, Chap. 5].
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1. Une échelle de Banach (Es)s∈]0,1[ , est une famille décroissante d’espaces de Banach sur R telle que les inclusions
Es+σ ⊂ Es , 0 < s < s + σ < 1, soient de norme � 1.

Un espace vectoriel échelonné E est la donnée d’un espace vectoriel E et d’une échelle de sous-espaces de Banach
(Es)s∈]0,1[ de E , dont E est la réunion. Nous noterons B E

s la boule unité de Es centrée en l’origine.
Une application linéaire u : E → F entre espaces vectoriels échelonnés est k-bornée, k > 0, si la quantité

Nk(u) := sup
s<s+σ ,x∈Es+σ

σ k |u(x)|s

|x|s+σ
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est finie.

2. Soit G un fermé d’un espace vectoriel échelonné F = ⋃
s Fs muni d’une structure de groupe d’élément neutre e. La

norme de Fs induit une distance sur G ∩ Fs ; notons

σ BG
s = (

e + σ B F
s

) ∩ G

la boule de centre e et de rayon s. Nous dirons que G est un groupe échelonné par F si

∀g ∈ σ BG
s+σ ′ et g′ ∈ σ ′BG

s , gg′ ∈ (
σ + σ ′)BG

s (G)

dès que 0 < s < s + σ ′ < 1 et 0 < σ < 1.
Soient donc G un groupe échelonné et g = ⋃

s gs un espace vectoriel échelonné. Une application

ϕ :
⋃
s,σ

(
σ Bg

s+σ

) → G, ξ 	→ ϕ(ξ), 0 	→ e

est κ-échelonnée, κ � 1, si

ϕ
(
σ Bg

s+σ

) ⊂ κσ BG
s (gκ )

dès que 0 < s < s + σ < 1.

3. Supposons à présent que G agisse sur un espace vectoriel échelonné E . L’action est échelonnée si elle induit des
applications de classe C1 :

(
e + σ B F

s

) × Es+σ → Es, (g, x) 	→ g · x.

Une telle action induit une action infinitésimale de g :

ξ : Es+σ → Es, ξx := d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
ϕ(tξ)x

)
avec ξ ∈ gs.

Notons 0E l’origine de l’espace vectoriel E . Nous dirons que l’action de G sur E est M-modérée, M � 1, par ϕ si, pour tout
ξ ∈ σ Bg

s+σ , (ϕ(ξ))−1ξ0E appartient à Es et satisfait :
∣∣(ϕ(ξ)

)−1
ξ0E

∣∣
s � Mσ−1|ξ |2s+σ , pour tout ξ ∈ σ Bg

s+σ (AM )

dès que 0 < s < s + σ < 1.

4. Exemple

Un exemple simple d’action vérifiant ces axiomes est donné par la construction suivante. Soit Ds le disque fermé de
rayon s centré en l’origine dans C. Notons Es l’espace des fonctions holomorphes dans l’intérieur de Ds et continues sur Ds .
L’espace vectoriel OC,0 = ⋃

Es des germes à l’origine de fonctions holomorphes est ainsi muni d’une structure d’espace
vectoriel échelonné. Considérons le groupe G des germes de transformations biholomorphes tangentes à l’identité. Notons
M2

C,0 le carré de l’idéal maximal. Le paramétrage M2
C,0 → G , ξ 	→ e + ξ munit G d’une structure de groupe échelonné avec

κ = 1. Identifions le voisinage d’un germe a ∈ OC,0 au voisinage de l’origine par la translation y 	→ y − a, y ∈ OC,0. L’action
naturelle de G sur OC,0 par composition à droite, y 	→ y ◦ g−1, est conjuguée via cette translation à l’action

gx = (a + x) ◦ g−1 − a.

Cette action est échelonnée et elle vérifie une condition (AM) (la constante M dépendant de a). On peut également consi-
dérer l’action à gauche et à droite, ainsi que la conjugaison.

5. Théorème

Soit F = (Fs) un espace vectoriel échelonné tel que les inclusions Fs ⊂ Fs+σ soient compactes pour touts s, σ . Soit G un groupe
échelonné par agissant sur un espace vectoriel échelonné E dont l’action est M-modérée par une application κ-échelonnée ϕ . Si
l’application linéaire g → E, ξ 	→ ξ0E possède un inverse à droite k-borné j, l’inclusion suivante est satisfaite :

εB E
s+δ ⊂ BG

s 0E , ε := δ2(k+1)

27k+8κMNk( j)2
,

pourvu que MNk( j) � 1 et 0 < s < s + δ < 1.

Sous les hypothèses du théorème, l’espace E est donc localement G-homogène. On peut toujours choisir la constante M
assez grande dans (AM) pour que l’inégalité MNk( j) � 1 soit satisfaite.
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6. La condition (AM) permet de définir l’application

φ :
⋃

0<S<S+σ<1

σ Bg

S+σ → g, ξ 	→ j
(
ϕ(ξ)−1ξ0E

)
.

Soient s et δ fixés comme dans l’énoncé. Posons σ = δ/2, S = s + σ et x ∈ εB E
s+δ = εB E

S+σ . Nous allons montrer que les
images successives ξn := φn( j(x)) de j(x) par φ sont bien définies et convergent rapidement vers 0g dans Bg

S . Puis, nous
montrerons que la suite formée par les produits gn = ϕ(ξ0) · · ·ϕ(ξn), n � 0, possède une valeur d’adhérence g ∈ BG

s . La suite
définie par :

xn = ξn · 0E

tend alors vers 0E . Cette suite vérifie

xn = ϕ(ξn−1)
−1xn−1 = · · · = g−1

n−1x.

En passant à la limite d’une suite extraite convergente, on obtient : x = g0E . CQFD.

7. Posons

cn := σ k+1

2(k+1)(n+2)MNk( j)
;

comme
∑

n�1 2−n = 1 et
∑

n�1 n2−n = 2, on a

∏
n�1

c2−n

n = σ k+1

24(k+1)MNk( j)
.

Comme σ ∈]0,1[ et MNk( j) � 1, on a cn � 1 pour tout n � 0.

Lemme. Pour tous n � 1 et ξ ∈ g tels que

|ξ |S+2−nσ �
(

σ

4κ

∏
m�n

c2−m

m

)2n−1

,

ξ appartient au domaine définition de φ et

∣∣φ(ξ)
∣∣

S+2−(n+1)σ
�

(
σ

4κ

∏
m�n+1

c2−m

m

)2n

.

Démonstration. Comme cm � 1, pour tout m � 0, l’hypothèse sur ξ donne l’inégalité

|ξ |S+2−nσ �
(

σ

4κ

)2n−1

et le membre de droite est lui-même majoré par 2−(n+1)σ car κ � 1 et σ < 1.
Donc ξ appartient au domaine définition de φ. La condition (AM) et l’hypothèse sur j montrent que l’estimation quadra-

tique suivante est satisfaite :

∣∣φ(ξ)
∣∣

S+2−(n+1)σ
� 2(k+1)(n+2)MNk( j)

σ k+1
|ξ |2S+2−nσ = c−1

n |ξ |2S+2−nσ ,

d’où l’estimation voulue. �
L’hypothèse du lemme est vérifiée pour n = 1 et ξ = ξ0. En effet, l’hypothèse sur j appliquée à ξ0 = j(x) montre qu’on a

l’inégalité

|ξ0|S+σ/2 � 2k Nk( j)σ−k|x|S+σ ,

et, comme |x|S+σ � ε, l’inégalité voulue est satisfaite (c’est elle qui fixe la valeur de ε). D’après le lemme, la suite (ξn) peut
donc être construite de proche en proche et, pour tout n � 0 on a

|ξn|S+2−(n+1)σ �
(

σ

4κ

)2n

.



430 J. Féjoz, M. Garay / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 348 (2010) 427–430
8. Pour tout n � 0, d’après l’axiome (gκ ), ϕ(ξn) appartient à la boule κ( σ
4κ )2n

BG
S+2−(n+2)σ

, qui est elle-même contenue

(voir le début de la démonstration du lemme) dans la boule 2−(n+2)σ BG
S+2−(n+2)σ

.
L’axiome (G) montre donc, par récurrence, que gn := ϕ(ξ0)ϕ(ξ1) · · ·ϕ(ξn) appartient à( ∑

0�m�n

2−(m+2)σ

)
BG

S+2−(n+2)σ
⊂ σ

2
BG

S .

Or, par hypothèse, l’inclusion σ
2 BG

S ⊂ σ BG
s est compacte. Donc la suite (gn) possède une valeur d’adhérence g ∈ σ BG

s . Le
théorème est démontré.
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