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Pour la classe des processus autorégressifs-moyenne mobile, nous étudions le lien entre
les processus dual et inverse. Nous établissons explicitement la représentation causale et
inversible ARMA(q, p) du processus inverse d’un ARMA(p,q) canonique. De plus, nous
montrons que cette représentation est forte si et seulement si le processus générateur
est gaussien. Une application pour la réversibilité temporelle est traitée avec quelques
exemples d’illustration.
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a b s t r a c t

For the class of autoregressive-moving average (ARMA) processes, the relationship between
the dual and the inverse processes is examined. It is shown that the inverse process
generated by a causal and invertible ARMA(p,q) process is a causal and invertible
ARMA(q, p). Moreover, it is established that this representation is strong if and only if
the generating process is Gaussian. Some examples and applications to time reversibility
are given to illustrate these theoretical results.
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1. Introduction

Soit (Xt) un processus stationnaire centré et à courte mémoire dont la densité spectrale est supposée strictement posi-
tive. Cleveland [8] a défini la fonction d’autocovariance inverse γi(h) de (Xt) comme le coefficient de Fourier de l’inverse de
la densité spectrale. La fonction d’autocorrélation inverse ρi(h) = γi(h)/γi(0) a été largement étudiée dans la littérature des
séries temporelles. Cette fonction joue un rôle important dans les problèmes d’identification, d’estimation et d’interpolation
linéaire (e.g., Bhansali [3] ; El Ghini et Francq [10] ; Peña et Maravall [13]).

Dans cette note, nous considérons le processus inverse (Zt) de (Xt), défini dans l’article de Battaglia [2], lié au processus
d’erreur de l’interpolateur linéaire de Xt et qui admet la representation formelle :

Zt =
+∞∑

h=−∞
γi(h)Xt−h. (1)

Adresses e-mail : aelghini@gmail.com, ahmed.elghini@univ-lille3.fr.
1631-073X/$ – see front matter © 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2009.11.002

http://www.ScienceDirect.com/
http://www.sciencedirect.com
mailto:aelghini@gmail.com
mailto:ahmed.elghini@univ-lille3.fr
http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2009.11.002


86 A. El Ghini / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 348 (2010) 85–88
Le processus inverse a été utilisé, en particulier, dans l’interpolation linéaire des données manquantes. De plus, il a été
démontré que sa fonction d’autocovariance ordinaire et la fonction d’autocovariance inverse de (Xt) sont identiques.

La fonction d’autocorrélation inverse d’un ARMA(p,q) : Φ(B)Xt = θ(B)εt peut s’interpréter comme la fonction d’autocor-
rélation ordinaire du processus dual (Yt), défini dans McLeod [12], satisfaisant le modèle ARMA(q, p) : θ(B)Yt = Φ(B)εt .

La première motivation de ce travail est d’établir le lien entre le processus dual et l’inverse d’un ARMA(p,q), puis
d’examiner les structures probabilistes du processus inverse et de son innovation linéaire. Plus précisément, nous montrons
que le processus inverse d’un ARMA(p,q) est un ARMA(q, p). De plus, ce dernier modèle obtenu est fort si et seulement si
le processus générateur est gaussien. Enfin, nous exploitons la relation entre le processus dual et inverse pour caractériser
la réversibilité temporelle d’un ARMA fort non gaussien.

2. Processus dual et inverse d’un ARMA(p,q)

Dans tout ce qui suit, nous désignons par (εt) ∼ WN(0, σ 2
ε ) un bruit blanc tel que σ 2

ε > 0 et nous nous référons au
livre de Brockwell et Davis [6] pour les définitions de stationnarité, d’inversibilité, de causalité et les propriétés usuelles des
modèles ARMA. Nous nous intéressons aussi à la classe des modèles « all-pass » étudiés dans l’article de Breidt et al. [5] qui
ont retenu l’attention dans la modélisation des séries financières. Un modèle « all-pass » d’ordre s, noté AP(s), est un modèle
ARMA(s, s), où les racines du polynôme autorégressif sont exactement les racines inverses du polynôme moyenne mobile. Il
génère un processus non corrélé (bruit blanc) qui n’est pas fort dans le cas non gaussien (e.g., Breidt et Davis [4]).

De nombreuses études récentes ont été consacrées aux séries temporelles admettant une representation ARMA faible ;
voir Francq et al. [11] et les références citées pour plus de détails. Dans ce cadre, nous montrons que le processus inverse,
d’une classe assez large de processus linéaire et non linéaire, satisfait telle représentation. Plus précisément, nous établis-
sons dans le théorème suivant la représentation explicite ARMA du processus inverse généré par un ARMA(p,q) causal et
inversible. Ce résultat nous permet alors de caractériser l’inverse d’un ARMA(p,q) fort.

Théorème 1. Soit (Xt) un processus ARMA(p,q), inversible et causal, satisfaisant la représentation :

Φ(B)Zt = θ(B)εt , (εt) ∼ WN
(
0,σ 2

ε

)
, (2)

tel que Φ(z) = 1 + a1z + · · · + ap zp et θ(z) = 1 + b1z + · · · + bq zq.
Il existe alors un bruit blanc (ε̃t) pour lequel le processus inverse (Zt) suit le modèle canonique ARMA(q, p) :

θ(B)Zt = Φ(B)ε̃t , (ε̃t) ∼ WN
(
0,σ 2

ε̃

)
(3)

où σ 2
ε̃

= 1
σ 2

ε
, α1, . . . ,αq et β1, . . . , βp sont respectivement les racines de θ(z) et de Φ(z), et

ε̃t = ap

σ 2
ε bq

q∏

j=1

(1 − α−1
j B)

(1 − α j B)

p∏

j=1

(1 − β j B)

(1 − β−1
j B)

εt−(q−p).

Preuve. Voir [9] p. 41. �
Exemple 1. Considérons l’autorégressif AR(1)

Xt + aXt−1 = εt, avec 0 < |a| < 1 et (εt) ∼ iid
(
0,σ 2

ε

)
.

Le polynôme autorégressif ne s’annule pas dans le disque unité, donc le modèle est causal. Par application du théorème
précédent, le processus inverse (Zt) suit la moyenne mobile MA(1)

Zt = ε̃t + aε̃t−1, avec (ε̃t) ∼ WN
(
0,σ 2

ε̃

)
et σ 2

ε̃ = 1/σ 2
ε .

Notons que la fonction d’autocovariance inverse de (Xt) et la fonction d’autocovariance ordinaire de son inverse sont iden-
tiques. De plus l’innovation linéaire (ε̃t) du processus inverse suit le modèle AP(1) :

ε̃t − aε̃t−1 = ξt − 1

a
ξt−1, avec ξt = a

σ 2
ε

εt+1.

On trouve dans la littérature une ambiguïté entre le processus inverse et le processus dual d’un ARMA(p,q) car ils pos-
sèdent la même fonction d’autocorrélation et tous les deux suivent des modèles ARMA(q, p). Dans la proposition suivante,
nous exhiberons la relation entre ces deux processus. Cette relation sera en fait un outil fondamental pour démontrer, dans
la dernière section, une caractérisation de la réversibilité temporelle d’un processus ARMA(p,q) fort et non gaussien.
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Tableau 1
Le lien entre un processus ARMA(p,q) (p + q > 0) canonique, ses processus dual et inverse, et l’innovation linéaire du processus inverse.

(Xt ) : Processus (Yt ) : Processus (Zt ) : Processus (ε̃t ) : Innovation
centré stationnaire dual de (Xt ) inverse de (Xt ) linéaire de (Zt )

ARMA(q, p) ARMA(q, p) ARMA(q, p) AP(p + q)
fort∗ fort∗ faible∗ fort∗

causal ssi p = 0

ARMA(p,q) ARMA(q, p) ARMA(q, p) AP(p + q)
gaussien gaussien gaussien gaussien

fort∗ signifie que le modèle est fort mais non gaussien.
faible∗ signifie le modèle est généré par un bruit blanc dépendant.

Proposition 1. Soit (Xt) un processus ARMA(p,q) vérifiant (2) tel que les polynômes Φ et θ n’ont aucune racine sur le cercle unité.
Si (Yt) et (Zt) sont respectivement les processus dual et inverse de (Xt), alors

Zt = 1

σ 2
ε

Φ(B−1)

θ(B−1)

θ(B)

Φ(B)
Yt . (4)

Preuve. Voir [9] p. 45. �
Maintenant regardons les structures probabilistes du processus inverse. Dans un premier temps, il est clair en vertu du

théorème 1 que l’inverse d’un ARMA(p,q) gaussien est un ARMA(q, p) gaussien et donc fort. Cheng [7] a prouvé l’unicité de
la représentation des processus linéaires. On utilise ce résultat pour établir le théorème suivant :

Théorème 2. Étant donné (Xt) un processus ARMA(p,q) canonique et fort tel que p + q > 0. Alors la représentation canonique
ARMA(q, p) du processus inverse (Zt) est forte si et seulement si le processus générateur (Xt) est gaussien.

Preuve. Voir [9] p. 46. �
Comme application du Théorème 1, on peut montrer que l’innovation linéaire du processus inverse d’un ARMA(p,q)

canonique est un « all-pass » d’ordre p + q.
Terminons cette partie par le Tableau 1 récapitulatif qui nous montre le lien entre un processus ARMA(p,q) (p + q > 0)

canonique, ses processus dual et inverse, et l’innovation linéaire du processus inverse.

3. Application à la réversibilité temporelle

Un processus stationnaire (Xt ) est dit temporellement réversible si pour tout n ∈ N et tout t1, . . . , tn ∈ Z, les vecteurs
(Xt1 , . . . , Xtn )

′ et (X−t1 , . . . , X−tn )
′ ont même loi jointe. Il est clair que si (Xt ) est une suite i.i.d. alors elle est temporellement

réversible.
Pour les processus temporellement réversibles, les problèmes de prévision vers le passé ou le futur sont identiques.

L’article de Ramsey et Rothman [14] met en évidence l’importance de la réversibilité temporelle dans le cadre de l’analyse
macroéconomique. À l’aide des processus inverse et dual, le résultat suivant donne une caractérisation de la réversibilité
temporelle d’un ARMA(p,q) fort et non gaussien.

Proposition 2. Soit (Xt) un processus ARMA(q, p) généré par un bruit blanc (εt) ∼ iid(0, σ 2
ε ) non gaussien. Supposons que les

polynômes autorégressif et moyenne mobile n’ont aucune racine sur le cercle unité et notons respectivement par (Yt) et (Zt) ses
processus dual et inverse. Alors (Xt) est temporellement réversible si et seulement si Zt = ± 1

σ 2
ε

Yt+r pour un certain entier r.

Preuve. Voir [9] p. 48. �
Exemple 2. Considérons (Xt) la moyenne mobile générée par le modèle suivant :

MA(2): Xt = εt + 4εt−1 + εt−2,

où (εt) ∼ IU [−√
3,

√
3 ] est une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur [−√

3,
√

3 ]. Les
processus dual et inverse vérifient l’égalité suivante : Zt = Yt−2. Par conséquent, le processus (Xt) est temporellement
réversible.

D’autres exemples illustratifs on été étudiés dans El Ghini [9], cependant ils ne figurent pas ici par manque de place.
Enfin, signalons que les résultats présentés dans cette Note peuvent apporter plus d’information aux praticiens utilisant
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les modèles dual et inverse dans le domaine de la vision par ordinateur, citons ici, par exemple, Aggarwal et al. [1] et
Veeraraghavan et al. [15].
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