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Résumé

Cet article s’intéresse à la méthode des k plus proches voisins lorsqu’on régresse une variable réelle sur une variable fonctionnelle
(i.e. à valeurs dans un espace de dimension infinie). Plus précisément, on considère un estimateur à noyau de la régression construit
à partir d’une fenêtre locale permettant de prendre en compte exactement les k plus proches voisins. Bien que couramment utilisée
en pratique pour le traitement de données fonctionnelles, cette méthode n’a aucun résultat théorique à ce jour. Cette Note a donc
pour objectif de montrer la convergence presque-complète ponctuelle de cet estimateur non-paramétrique fonctionnel. Pour citer
cet article : F. Burba et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Convergence of k nearest neighbor kernel estimator in nonparametric functional regression. This note focuses on the k

nearest neighbor method when one regresses a real random variable on a functional random variable (i.e. valued in an infinite-
dimensional space). More precisely, we consider a kernel estimator of the regression based on a local bandwidth using exactly
the k nearest neighbors. Although it is frequently used in functional data analysis, this method has not given any theoretical result
so far. The aim of this Note is to show the pointwise almost-complete convergence of the k nearest neighbor kernel estimator in
nonparametric functional regression. To cite this article: F. Burba et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le cadre de ce travail est la régression non-paramétrique d’une variable aléatoire (v.a.) réelle Y sur une v.a. fonc-
tionnelle (v.a.f.) X (v.a. à valeurs dans un espace de dimension infinie). On s’intéresse plus précisément à l’estimation
de la fonction de régression via la méthode des k plus proches voisins (kNN ). En dimension finie (i.e. X est à valeurs
dans R

p), l’estimateur kNN à noyau de la régression a été largement étudié (voir Breiman et al. [3], Collomb, [6],
Györfi, [10], Mack, [12], ou encore Bhattacharya et Mack, [1]). Dans le cadre fonctionnel, cette méthode présente
de nombreux avantages, principalement celui de respecter la structure locale des données, ce qui est primordial en
dimension infinie. Elle est couramment utilisée en pratique (voir Ferraty et Vieu, [9]) et s’avère simple à manipuler
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car l’utilisateur n’a qu’un seul paramètre à contrôler (le nombre k de plus proches voisins), ce paramètre k prenant ses
valeurs dans un ensemble fini. De plus, elle permet de construire en tout point un voisinage adapté aux données. Ce-
pendant, cette méthode fait apparaître une première difficulté : la fenêtre locale des k plus proches voisins est aléatoire.
Une seconde difficulté, liée à la nature fonctionnelle des données, est que l’on s’affranchit de l’existence d’une densité
pour la v.a.f. X . L’objectif de cette Note est d’apporter une première justification théorique à l’utilisation courante de
la méthode kNN en régression fonctionnelle non-paramétrique.

2. Modèle et estimateur

2.1. Modèle

Soient (Xi , Yi)i=1,...,n n paires indépendantes et identiquement distribuées comme (X , Y ) et à valeurs dans E × R

où (E,d) est un espace semi-métrique et non nécessairement de dimension finie. On s’intéresse au modèle de régres-
sion fonctionnelle non-paramétrique suivant :

Y = r(X ) + ε avec E[ε|X ] = 0.

L’objectif est donc ici d’estimer l’opérateur r(·) = E[Y |X = ·].

2.2. Estimateur

Soit χ ∈ E fixé. La méthode des k plus proches voisins consiste à considérer les k variables Xi les plus proches
de χ au sens de la semi-métrique d . Pour k fixé, on définit ainsi Hn,k(χ) comme étant le plus petit réel h pour lequel∑n

i=1 1B(χ,h)(Xi ) = k. Hn,k(χ) est une variable aléatoire de E dans R
+ qui dépend de (X1, . . . ,Xn). L’estimateur à

noyau des k plus proches voisins de r en χ est défini de la façon suivante

r̂kNN(χ) =
n∑

i=1

Yiωi,n(χ) avec ωi,n(χ) = K(Hn,k(χ)−1d(χ,Xi ))∑n
i=1 K(Hn,k(χ)−1d(χ,Xi ))

où K est un noyau asymétrique. De plus, dès que le support de K est [0,1], il est clair que r̂kNN(χ) =∑k
j=1 Yij ωij ,n(χ) où {i1, . . . , ik} = {i | Xi ∈ B(χ,Hn,k(χ))}.

3. Convergence ponctuelle de r̂kNN

On montre ici la convergence presque-complète (pco) ponctuelle de r̂kNN(χ) vers r(χ) pour χ ∈ E fixé. Le modèle
non-paramétrique utilisé se caractérise par des contraintes sur la régularité de r :

r ∈ C0
E =

{
f : E → R

∣∣∣ lim
d(χ,χ ′)→0

f (χ) = f (χ ′)
}
. (1)

On fait ensuite des hypothèses sur la loi du couple (X , Y ) et sur l’estimateur r̂kNN :

• (H1) Hypothèse de concentration agissant sur la v.a. fonctionnelle X : ∀ε > 0, P (X ∈ B(χ, ε)) = ϕχ(ε) > 0 avec
ϕχ(·) continue au voisinage de 0 et ϕχ(0) = 0.

• (H2) Hypothèse sur les moments conditionnels de la v.a. réponse Y : ∀m � 2,E[|Y |m|X = χ] = σm(χ) < ∞ avec
σm(·) continue en χ .

• (H3) Hypothèse sur le noyau K : il existe des constantes 0 < C1 < C2 < ∞ telles que C11[0,1] � K � C21[0,1].
• (H4) Hypothèse sur le nombre k de voisins : k = kn est une suite de réels positifs telle que k

n
→ 0 et log n

k
→ 0.

Théorème 3.1. Dans le modèle (1) et si (H1)–(H4) sont vérifiées, alors :

r̂kNN(χ)
(pco)−→ r(χ)

La preuve intégrale de ce résultat, sous des hypothèses légèrement plus générales permettant notamment de consi-
dérer des noyaux K continus, peut être obtenue sur simple demande.



F. Burba et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008) 339–342 341
Eléments de preuve. La première difficulté vient du fait que la fenêtre Hn,k(χ) est aléatoire. Ainsi, nous n’avons pas
au numérateur et au dénominateur de r̂kNN(χ) des sommes de variables indépendantes. Pour résoudre ce problème,
l’idée est d’encadrer judicieusement Hn,k(χ) par deux fenêtres non-aléatoires. On utilise pour cela le résultat suivant
établi par Collomb [6] :

Lemme 3.2. Soit (Dn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles. Si, ∀β ∈ ]0,1[ fixé, il existe deux suites de variables
aléatoires réelles (D−

n )n∈N et (D+
n )n∈N telles que :

(L1) D−
n � D+

n ∀n ∈ N et 1{D−
n �Dn�D+

n }
(pco)−→ 1 ;

(L2)

∑n
i=1 K((D−

n )−1d(χ,Xi ))∑n
i=1 K((D+

n )−1d(χ,Xi ))

(pco)−→ β ;

(L3) cn(D
−
n )

(pco)−→ c et cn(D
+
n )

(pco)−→ c où cn(T ) =
∑n

i=1 YiK(T −1d(χ,Xi ))∑n
i=1 K(T −1d(χ,Xi ))

.

Alors, cn(Dn)
(pco)−→ c.

On pose ici Dn = Hn,k(χ), on a cn(Hn,k(χ)) = r̂kNN(χ) et c = r(χ). Soit ensuite β ∈ ]0,1[. On choisit D+
n et

D−
n des fenêtres non-aléatoires telles que ϕχ(D−

n ) = √
β k

n
et ϕχ(D+

n ) = 1√
β

k
n

, ce choix étant possible grâce à (H1).

La vérification de (L2) et (L3) se fait directement d’après les travaux de Ferraty et Vieu [9] sur l’estimateur à noyau à
fenêtre fixe.

La deuxième difficulté vient du fait qu’aucune hypothèse de densité sur X n’a été faite. Ainsi, la démarche suivie
par Collomb [6] pour vérifier (L1) en dimension finie n’est plus transposable ici et l’on procède comme suit. Pour
ε > 0, on a

P
(|1{D−

n �Hn,k(χ)�D+
n } − 1| > ε

)
� P

(
Hn,k(χ) < D−

n

) + P
(
Hn,k(χ) > D+

n

)
,

ce qui se réécrit :

P
(|1{D−

n �Hn,k(χ)�D+
n } − 1| > ε

)
� P

(
n∑

i=1

1B(χ,D−
n )(Xi ) > k

)
+ P

(
n∑

i=1

1B(χ,D+
n )(Xi ) < k

)
.

En utilisant des inégalités exponentielles de type Chernoff sur les sommes de variables aléatoires de Bernoulli (voir

Chernoff, [5]), on peut majorer chacune des deux probabilités de la somme précédente par un terme de type n
−a k

log n

où a > 0, ce qui permet d’établir que
∑

n∈N
P(|1{D−

n �Hn,k(χ)�D+
n } − 1| > ε) < ∞. �

4. Remarques et commentaires

Un point important de cet article est le fait de travailler directement avec les probabilités de petite boule. Ceci évite
d’avoir à supposer l’existence d’une mesure dominante, chose toujours délicate dans des espaces de dimension infinie
(voir Dabo-Niang, [7], pour une large discussion à ce sujet). De plus, on a supposé que E n’était pas nécessairement
de dimension finie. Le résultat présenté étend ainsi les résultats déjà connus en dimension finie (voir par exemple
Györfi et al., [11]) non seulement à des v.a.f. mais aussi à des v.a. multivariées n’admettant pas nécessairement de
densité.

On remarque aussi que l’on peut directement utiliser la méthode kNN pour faire de la discrimination de courbes.
En effet, si Z ∈ {1, . . . ,G} représente un numéro de groupe et si on pose Y = 1{Z=g} pour g ∈ {1, . . . ,G}, on a
P(Z = g|X ) = E[Y |X ]. De ce point de vue, cet article peut aussi être vu comme une extension à la dimension infinie
des résultats de Györfi [10] (voir aussi Devroye et Wagner, [8], pour un éventail de résultats en dimension finie sur la
discrimination par méthode kNN, Biau et al., [2], et Cérou et Gudayer, [4], pour des résultats récents en dimension
infinie).

Enfin, les principales perspectives de poursuite de ce travail concernent les vitesses de convergence presque-
complète et la normalité asymptotique de r̂kNN ainsi que le choix automatique du paramètre k.
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