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Résumé

Le théme de la Note est la définition, a partir d’une densité de probabilité p continue sur un intervalle, d’une mesure annexe
w assurant I’orthogonalité des polyndmes secondaires associés a une suite classique de polyndmes orthogonaux pour le produit
scalaire induit par p. La construction s’effectue a 1’aide d’un couplage sur les transformées de Stieltjes des mesures et I’explicitation
de w grice aux formules d’inversion de Stieltjes—Perron. A travers cette étude apparaissent également d’intéressantes relations
isométriques mettant en jeu I’opérateur T, créant les polynomes secondaires. Pour citer cet article : R. Groux, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

About a measure making secondary polynomials orthogonal. This Note presents a method for defining, from a probability
density function p on an interval, a new measure turning the secondary polynomials associated with the orthogonal polynomials
for p into an orthogonal system. The construction uses the associated Stieltjes transformations of the two measures and we can
express the solution thanks to the inverse formula of Stieltjes—Perron. Through this study, we see interesting isometric relations
using the operator 7}, creating the secondary polynomials. 7o cite this article: R. Groux, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Dans toute la suite on consideére une densité de probabilité x > p(x) continue sur [0, 1], et on note LZ([O, 11, p)
I’espace de Hilbert associé, muni du produit scalaire {f/g), = fol f(@®)g(®)p(t)dt. On désigne par n — P, une suite
de polyndmes orthogonaux pour ce produit, et on définit ensuite les polyndmes dits secondaires associés aux P,

par : O,(X) = 01 M p(¢)dr [2, Chapitre 2]. La transformée de Stieltjes de la mesure p est définie sur le

X
plan complexe privé de I’intervalle réel [0,1] par la formule : z — S,(z) = 01 %. Il est bien connu, et c’est la

une des applications des polyndmes secondaires, que la suite de fractions rationnelles n — Q,(z)/P,(z) donne des
approximants de Padé au voisinage de + oo de la transformée de Stieltjes de p.

Plus précisément on a la relation, au voisinage de I'infini : S,(z) — Q,(z2)/ P, (z) =01 /22 (1, Chapitre 5]. Pour
finir, le moment d’ordre n de p est défini et noté ¢, = ]01 t"p(t)de.

Adresse e-mail : roland.groux @wanadoo.fr.

1631-073X/$ — see front matter © 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2007.09.005



374 R. Groux/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007) 373-376

Théoreme 1. Soit 1 une mesure positive sur [0, 1] dont la transformée de Steltjes est reliée a celle de p par I’égalité
Su(z) =z —c1 — 1/8,(z). Les polynémes secondaires Q, relatifs a p forment alors une famille orthogonale pour le
produit scalaire induit par .

Démonstration. Notons n — A, la suite des polynémes orthogonaux pour p (a un coefficient de normalisation pres
bien sfir) et par n — B, celle des polyndmes secondaires déduits des A,. D’apres la théorie classique rappelé ci
dessus : S, (z) — B, (2)/An(2) = o(1/z%").

Vu le couplage entre les transformées de Stieltjes :

(z = c)An(z) — Ba(z) 1 ( 1 )
- —00 O —_ .
An(2) S,(2) 2

Ou encore, en posant Cy,(z) = (z — ¢1)An(z) — By(2) : 1/5,(2) — Cu(2)/An(2) =00 O(1/2°").

Or au voisinage de I'infini : S,(z) équivaut a co/z et A,(z)/Cy(z) a un terme du type K /z. On en déduit alors
facilement S, (z) — A, (2)/ Cn(2) =0 O(1/z%"*2). Ceci nous montre que la fraction A, (z)/C,(z) est un approximant
de Padé de S,(z). A un coefficient de normalisation prés, le numérateur A,(z) se confond donc avec le polyndme
secondaire Q,,+1(z). u rend donc bien orthogonale cette suite. O

Remarque. On montre sans peine que le théoreme s’étend au cas d’un intervalle quelconque, méme non borné, sous
réserve que p et u admettent bien des moments de tout ordre.

1. Explicitation de la mesure solution p

Si la densité p est continue, on peut la reconstituer a partir de sa transformée de Stieltjes a I’intérieur de son support
grace a la formule d’inversion de Stieltjes—Perron [1, Chapitre 5], soit :

Sp(x —ig) — S, (x +ig)
2im '

= lim
p(x) Jim,

Or on sait que

. . 1
SM(x—ls)zx—ls—cl—m,

. . 1
SM(X+1€):X+18_C1_W'

On en déduit :

Sp(x —ig) — S, (x +ig)

p(x —ie) — Sy (x +ie) 1e+ Sy (x —ie)S,(x +ie)

D’otl en passant 2 la limite, et vu la formule de Stieltjes—Perron appliquée 2 p : Vx € [0, 1] : u(x) = p(x) /7T (x)
en posant 71 (x) = lim,_, o+ S, (x —ie)S,(x +ie). Or

1

1 1
sp(x_ig):/ p(H)dt (x—t)p(t)dtHE/( p(t)dt
0

x—ie—t J (x—1)2+¢&2 x—1)2 42
0

0

Si nous posons, sous réserve d’existence :

1
—Hp(t)dt
o(x)= lim 2 M’
e—0F (x — t)2 +e2
on obtient alors une expression simple de la mesure u, soit :

p(x)
@2(x)/A+72p2(x)

n(x) =
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Ici aussi cette formule est encore valable dans le cas d’un intervalle quelconque. On peut vérifier en fait directement
par un calcul d’intégrale avec une méthode de résidus que la fonction p définie ci-dessus a bien une transformée de
Stieltjes donnée par S, (z) =z —c1 — 1/8,(2).

Definitions. Lorsqu’elle existe, la mesure de densité u sera appelée la mesure secondaire associée a la densité p. La
fonction ¢ introduite ci-dessus sera appelée réductrice de p.

Pour exemple, avec p(x) = 1 sur [0, 1] on obtient ¢(x) = 2In(;Z).

Théoreme 2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, la norme du polynéme P, pour le produit scalaire défini par p
coincide exactement avec la norme de son polynéme secondaire associé¢ Q, pour le produit scalaire induit par la
mesure secondaire (L.

Démonstration. On sait que les polyndmes orthogonaux sont générés par une relation du type :

Bn ﬂn+1

(6773 Op+1

1 || Pull®
"—|2 n—1(X).

Vnz>1 XP,(X)= n+1(X)+< )Pn(X)+

n+1 ol Pr—1]
(lorsque 1’on pose P, (X) = o, X" + B, X"~ ! +---) [2, Chapitre 2].

Les polyndmes secondaires Q,, satisfont aussi de maniere évidente a cette relation. Or étant orthogonaux pour la

mesure /4 on peut aussi écrire :

/ 1 2
ﬁ-ﬁ’—@)wm + St VO

XQn(X)zj—”QnH(XH( Ny 210

n+1 n a11+l
Avec les notations : @, (X) = o, X"~ ! + g/ | X"~2+4 ..., N désignant la norme pour le produit scalaire défini par s,
ceci a partir de n = 2, car le polyndéme Qg est identiquement nul.

Le systeme (Qn—1, On, On+1) étant libre, la comparaison des deux modes de génération donne immédiatement
les égalités : pour n > 2

wm a1l Pall?® @ (N(Qn))?

_ n

Gty wnllPatlE e (N(Qn)?
n+1 n+1 A |l Fn—1 oy n—1

Par un calcul direct on montre o/l/ozé =o/ap. Onen déduit Vi =2 N(Q,)/N(Qn-1) = |Pull/|| Pa—1]l. La vérifica-
tion de 1’égalité entre N(Q1) et || P1| est également élémentaire et nous permet de conclure le résultat. O

2. Corollaires I

1f(t) f(X)

2.1. L’opérateur f(x) —~ g(x) = p(t) dr créant les polyndmes secondaires se prolonge en une application

linéaire continue 7}, reliant I’ espace L2([O, 1], p) a I’espace de Hilbert Lz([O, 1], i), dont la restriction a I’Hyper-
plan H, des éléments orthogonaux pour p a Py =1 constitue une isométrie pour les deux normes respectives.

Démonstration. En utilisant la base Hilbertienne des polyndmes orthogonaux, on définit naturellement : f =
Yo anPu> T (f) =Y n=(" an Qn. On a vu que pour tout n = 1| Pyll, = | Qull -
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On a donc bien [|T,(f)|IZ < || f113 etsi f estélémentde H, : |T,(N)I% =f13. ©

2.2. Formule de covariance. Pour tout couple (f, g) d’éléments de L%([0, 1], p) on a I’égalité :

(f18)p = (/1) x (8/1)p =(Tp(f)/ Tp(8)),-

Démonstration. I suffit d’appliquer la conservation du produit scalaire pour les deux projetés orthogonaux sur 1’hy-
perplan H,, soit: fi = f — (f/I)letgi =g —(g/1)1. O

Remarque. Le résultat se généralise a un intervalle non borné sous réserve que le systeme des polyndmes orthogonaux
est bien encore total dans L?([0, 1], p). Par contre, cette isométrie ne recouvre I’espace d’arrivée que si le systéme des
polyndmes Q,, ; n > 1 est aussi total dans L2([0, 1], w).

Nous poserons alors la définition suivante : La mesure p est dite réductible si et seulement si le quotient p/u
appartient a I’espace image de I’opérateur 7, défini dans le Corollaire 2.1.
L’intérét de cette notion est précisé par les résultats suivants.

Théoréme 3. Si la mesure p est réductible, alors I'unique antécédent  du quotient p/u pour I’opérateur T, appar-
tenant a I’hyperplan H, n’est autre que la réductrice ¢ de la densité p.

Démonstration. On vérifie que ¥ = ¢ en établissant la coincidence des moments de tout ordre pour p, qui apres
calculs s’explicitent en : 0, = fol YOt p(t)dt = fol oMt p(t)dt = fzg_l CkCn—1—k. O

3. Corollaires I1

3.1. Pour tout élément f de L2([0, 1], p) : (f/e)p =(Tp(f)/1),. (D apres 2.2.)

3.2. fol P2(x)p(x)dx = 4’37—2 01 03 (x) dx. (Toujours d’apres 2.2 et T, (¢) = ﬁ.)

3.3. Les coefficients de Fourier de la réductrice ¢ par rapport a un systeme orthonormé de polyndmes P, s’obtiennent
en utilisant les polyndmes secondaires associés Q,, par la formule :

Cn(@) =(@/Pn)p = (Tp((p)/Qn>u = <§/Qn> =(Qn/1)p.
i

Comme exemple d’application, pour la mesure p(x) = e~ sur[0, +o0[, la réductrice est définie par ¢ (x) = 2[In(x) —
f0+°° e 'In|x —t|dr] = —2e *[Ei(1, —x) + ixr] et les coefficients de Fourier par rapport au systéme des polyndmes

de Laguerre sont donnés par C,, (¢) = —% lezg_l L

n—1
On reconnait 1’opposé de la somme des éléments de la ligne d’indice n dans la table des nombres triangulaires
harmoniques de Leibniz. De 3.2 on déduit alors I’intéressante formule :

+00 47_[2 n=+oo 1 k=n—1 1 2
/ 4[Ei(l, —x) + in]ze_3x dx = 5 = Z (— Z T > (Ei exponentielle intégrale).
0 n=1 n k=0 Cﬂ_l
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