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Résumé

On caractérise les espaces probabilisables (£2, .A) tels que, pour toute sous-tribu G de A et toute famille filtrante décroissante
(F) de sous-tribus de A avec F; | Foo, 0on ait Fy VG | Foo V G. On en déduit une caractérisation des espaces probabili-
sés (£2, A, P) tels que, pour toute sous-tribu G de A et toute suite décroissante (F;,) de sous-tribus de A avec F; | Foo, On ait
M (Fn vV G) ~ Foo VG (mod P). Pour citer cet article : I. Crimaldi et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Exchanging the order of two operations on sigma-fields. We characterize the measurable spaces (£2, .4) such that, for each
sub-o-field G of A and each decreasing filtered family (F;) of sub-o-fields of A, with F; | Foo, we have F; VG | Foo V G.
It follows a characterization of the probability spaces (§2, .4, P) such that, for each sub-o-field G of A and each decreasing
sequence (F) of sub-o-fields of A, with F;, | Foo, we have (), (Fp vV G) ~ Foo V G (mod P). To cite this article: 1. Crimaldi
etal., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et énoncé des résultats principaux

Soient (£2, .A) un espace probabilisable, G une sous-tribu de A et (F,),>1 une suite décroissante de sous-tribus
de A. Posons Foo = ﬂn Fu. Un exemple dii a Barlow et Perkins (voir [2], § 2.5, ex. 4, p. 29) montre que I’inclusion
évidente

FooVGC()FVO)

peut étre stricte. En d’autres termes, dans le treillis formé par les sous-tribus de A4, il n’est pas toujours permis
d’inverser I’ordre entre 1’opération d’intersection d’une suite décroissante de tribus et I’opérateur de grossissement
F i+ F Vv G associé a une tribu G fixée. Un cas particulierement simple est celui ot G coincide avec la tribu AVp
engendrée par la classe des événements négligeables pour une loi de probabilité P donnée sur 4. Dans ce cas, il est
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bien connu (et facile a prouver) que I’interversion de I’ordre est toujours permise. En d’autres termes, on a toujours
I’égalité

((Fu vV Np) = Foo vV Np. (1)

En dehors de ce cas simple, on connait un certain nombre de situations importantes, assez variées, qui conduisent a
des cas particuliers du cadre décrit ci-dessus et dans lesquelles un réle décisif est joué par le probleme d’établir si
I’interversion est permise ou non. Dans de telles situations, plusieurs auteurs ont donné des conditions suffisantes (ou
méme nécessaires et suffisantes) pour que I’inversion soit permise (voir [3—6]). Dans la présente Note, on se pose un
probléme un peu différent (moins important du point de vue des applications, mais non dépourvu d’un certain intérét
théorique) : le probléme de caractériser les espaces probabilisables (§2, A) tels que, pour foute sous-tribu G de A et
toute famille filtrante décroissante (F;) de sous-tribus de A, on ait (en posant Foo = (), F7)

(F VG =FuVg. )
t

(On remarquera que, dans ce probleme, les suites décroissantes sont remplacées par les familles filtrantes décroissantes
de tribus.) La réponse est fournie par le théoréme suivant :

Théoréeme 1.1. Pour un espace probabilisable (£2, A), on a I’alternative suivante.

(a) Si la tribu A est engendrée par une partition dénombrable de $2, alors, pour toute sous-tribu G de A et toute
famille filtrante décroissante (F;)ser de sous-tribus de A, on a I’égalité (2) (avec Foo = (), Ft)-

(b) Dans le cas contraire, étant donnée sur A une loi P non dégénérée, on peut toujours construire une sous-tribu F
de A, non dégénérée, et une famille filtrante décroissante (F;)icr de sous-tribus de F, de telle maniére que I’on
ait

Fy ~F (mod P)  pour tout t, (7 =1. %) (3)
t

(On remarquera que la partie (b) de ce théoréme entraine notamment que 1’égalité (1) n’est plus valable, en général,
si on y remplace une suite décroissante par une famille filtrante décroissante de tribus.)

On se pose ensuite un probleme concernant les suites décroissantes de tribus : le probleme de caractériser les
espaces probabilisés (£2, A, P) tels que, pour toute sous-tribu G de A et toute suite décroissante (F,,) de sous-tribus
de A avec F, | Foo, On ait

((FuV G~ Foo v G (mod P). “)
n
La réponse est fournie par le théoréme suivant :
Théoreme 1.2. Pour un espace probabilisé (52, A, P), avec P non dégénérée, on a l’alternative suivante.
(a) Sila loi P est purement atomique, alors, pour toute sous-tribu G de A et toute suite décroissante (F,),>1 de
sous-tribus de A, on a toujours la relation (4) (avec Foo = ﬂn Fn)

(b) Dans le cas contraire, on peut toujours construire deux sous-tribus F,G de A et une suite décroissante (F;)p>1
de sous-tribus de F, de telle maniére que l’on ait

FavVG=F pourtoutn, Foo VG A F (mod P). (®)]

Comme application de la partie (b) du Théoréeme 1.1, on expose, a la fin de la Note, un petit complément au
théoreme sur la convergence d’une martingale inverse filtrante.

2. Résultats préliminaires

Dans toute la suite, (§2, .A) sera un espace probabilisable fixé. Les éléments de A seront appelés événements, ou
bien ensembles mesurables. Chacune des classes d’équivalence suivant la relation d’équivalence dans §2 définie par
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w~o& = (Ig(®)ges = (Ia(@))sca sera appelée un A-atome. Par contre, si P est une loi sur A, on appellera
P-atome un événement H, non négligeable pour P, tel que la loi Py = P(- | H) soit dégénérée. On dira que P
est dépourvue d’atomes s’il n’existe aucun P-atome. Par contre, on dira que P est purement atomique si §2 est une
réunion de P-atomes. Etant donné un couple F, G de sous-tribus de .4, on écrira F ~ G (mod P) pour indiquer que

lona FVNp=GVANp.

Proposition 2.1. Soit P une loi sur la tribu A. Supposons qu’il existe un événement B, non dégénéré, et une famille
filtrante décroissante (B;);cT d’événements contenus dans B et équivalents a B (mod P), dont l’intersection ne
contienne aucun événement différent de .

On peut alors construire une sous-tribu F de A, non dégénérée, et une famille filtrante décroissante (Fi)ier de
sous-tribus de F, de telle maniére que les relations (3) soient vérifiées.

Démonstration. Posons 7 ={A e A: AC B}, J; ={A € A: A C B;}. Alors (J;):er est une famille filtrante dé-
croissante de parties de 7 et, si I’on désigne par J l’intersection des classes J;, on a Joo = {#}. Posons F =
o(J), Fi=0(T), Foo=[), Fi- On aalors F; C F. En outre, la premiére des relations (3) est vérifiée, car tout
élément A de J est équivalent (mod P) a A N B; (élément de 7;). On voit aisément que les éléments de F; sont
exactement les éléments de J; et leurs complémentaires : en d’autres termes, en désignant par ¢ 1’involution de P($2)
définie par p(A) = A%, ona F; = J; Up(Jy). llenrésulte Foo = Joo U 9(Joo) = {0, £2}. O

Corollaire 2.2. Soit P une loi sur la tribu A. La conclusion de la proposition précédente a lieu notamment lorsque
l'une quelconque des trois conditions suivantes est remplie :

(a) Il existe un A-atome K, non mesurable, avec 0 < P*(K) < 1.

(b) 1l existe un événement E, non dégénéré, qui est une réunion d’événements négligeables.

(c) 1l existe un A-atome K, mesurable et non dégénéré, et un ensemble G, non mesurable, qui est une intersection
d’événements négligeables.

Démonstration. Dans le cas (a), il suffit de prendre B égal a un couvercle mesurable de K et de remarquer que
I’intersection des événements contenus dans B et équivalents a B (mod P) est égale a K. Dans le cas (b), il suffit de
prendre B égal a E€ et de remarquer que I’intersection des événements contenus dans B et équivalents 2 B (mod P)
est vide. Enfin, dans le cas (c), si 1’on considere la tribu .Ag engendrée par {A € A: A D K UG} et1’on désigne par Py
la restriction de P a Ay, il suffit de remarquer que, dans 1’espace (£2, Ag, Po), I’ensemble K U G est un Ap-atome,
non mesurable, avec P(;*(K UuG)=P(K). O

3. Démonstration du Théoréme 1.1

Placons nous d’abord dans les hypothéses de la partie (a) du Théoréme 1.1. La tribu A est donc engendrée par
une partition dénombrable de £2 (nécessairement identique a I’ensemble des .A-atomes). Cette propriété (qui entraine
notamment la stabilité pour les réunions de cardinalité quelconque) a lieu aussi pour toute sous-tribu de A. Par consé-
quent, si F, G sont deux sous-tribus de A, la tribu F Vv G est constituée par les événements A tels que, pour tout
G-atome K, I’événement A N K appartienne a la trace de F sur K. Soient maintenant G une sous-tribu de A4 et
(Ft)rer une famille filtrante décroissante de sous-tribus de A. Soit A un élément de (), (F; V G) et prouvons que I’on
aAeFoVG(ouFy = ﬂl Fi). Etant donné un G-atome K, il existe, pour tout 7, un élément A; de F; tel que I’on
ait AN K = A; N K. Posons B =liminf; A;. Onaalors AN K = BN K, B € F. Cela suffit pour conclure.

Placons nous maintenant dans les hypotheses de la partie (b) du Théoreme 1.1. Soit P une loi non dégénérée
sur A et désignons par H (resp. K) I’ensemble des .A-atomes de mesure extérieure nulle (resp. non nulle). On a alors
0 < P*(K) < 1 pour tout élément K de /. On pourra supposer K C A (car, dans le cas contraire, la condition (a)
du Corollaire 2.2 est remplie). La réunion des éléments de /C est alors un événement. Désignons par E son complé-
mentaire, ¢’est-a-dire la réunion des éléments de . Puisque chacun de ces éléments posseéde un couvercle mesurable
contenu dans E, I’ensemble E est une réunion d’événements négligeables. On pourra supposer P(E) = 0 (car, dans
le cas contraire, la condition (b) du Corollaire 2.2 est remplie). On pourra enfin supposer H C A (car, dans le cas
contraire, la condition (c¢) du Corollaire 2.2 est remplie). Si H était dénombrable, la tribu A serait engendrée par la
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partition dénombrable H U K de §2. L’ensemble H est donc non dénombrable. Considérons la tribu .4y engendrée
par H U K et désignons par P la restriction de P a Ag. Soit G une partie non dénombrable de H, avec H \ G non dé-
nombrable. Alors I’ensemble G =4 g H estune partie de E qui n’appartient pas a Ao, mais qui est une intersection
d’éléments de A négligeables pour la loi Py. Il ne reste plus qu’a appliquer le Corollaire 2.2 a I’espace (£2, Ao, Po)
pour obtenir la conclusion.

4. Démonstration du Théoreme 1.2

Placons nous d’abord dans les hypotheses de la partie (a) du Théoréme 1.2. Il existe alors une partition dénom-
brable H de 2, constituée de P-atomes. Désignons par 4¢ la sous-tribu de .4 engendrée par H. En outre, pour tout
événement A, désignons par ¢(A) la réunion des éléments H de H tels que I’on ait P(A N H) # 0 ou, ce qui revient
au méme, P(AN H) = P(H). On voit aisément que ¢(A) est un élément de Ay équivalent 2 A (mod P). En outre,
I’application A — ¢(A) de A dans .4 est un homomorphisme de o -algébres de Boole. Soient G une sous-tribu de A
et (F,)n>1 une suite décroissante de sous-tribus de .A. Pour prouver la relation (4), il suffira de montrer que, pour tout
élément A de ﬂn (Fn Vv G), I'événement ¢(A) appartient 2 la tribu Foo V G V Np. A cet effet, il suffit de remarquer
que ’on a

p(A) e (eFnv G = )eF) V@)

n

= <ﬂ¢(fn)> V@) c (ﬂ(fn va)) VGV Np)=Fao VGV Np,

ou la deuxieme égalité est obtenue en appliquant a ’espace (§2, Ag) la partie (a) du Théoréme 1.1, tandis que 1’égalité
finale découle de (1).

Placons nous maintenant dans les hypotheses de la partie (b) du Théoréme 1.2. Il existe alors un événement H,
non négligeable, tel que la loi Py soit dépourvue d’atomes. Par conséquent, il existe sur (£2, .4, Py) une variable
aléatoire uniformément distribuée sur [0, 1] (voir, par ex., [1], Theorem 3.1), donc aussi une suite (X,),>1 de variables
aléatoires a valeurs dans {—1, 1}, indépendantes et symétriques. Posons, a la maniere de Barlow et Perkins, F =
oXj:jz1),G=0X;: j=22),F= cr(]_[{:1 X;: j>n).Onaalors o(X1) CF, VG et, grace a la Loi 0-1, la
tribu Foo =), Fn est dégénérée pour P . On en déduit les relations (5).

5. Application aux martingales inverses filtrantes

Soit (F;):er une famille filtrante décroissante de sous-tribus de A et posons Foo = ﬂt F;. Soient P une loi sur A
et X un élément de £1(P). Choisissons une version Vs, de E[X | Fo] et, pour tout ¢, une version V; de E[X | F;].
Il est bien connu que la martingale inverse filtrante (V;),c7 converge en moyenne. On sait aussi qu’elle converge en
moyenne vers Voo 8i Foo D Np. Voila un petit complément a ce dernier résultat : sans I’hypothése F, D Np, on
ne peut méme pas assurer la convergence en loi de (V;);er vers V. En effet, si, apres avoir choisi P, F et (F;)ier
comme dans la partie (b) du Théoréme 1.1, on prend X F-mesurable et non dégénérée, alors V, est la constante
E[X], tandis que, pour tout ¢, on a V; ~ X (mod P).
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