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Résumé

Dans cette Note, nous établissons des développements d’Edgeworth de deux estimateurs d’une proportion de mesures 7. Le
premier est construit a partir de la méthode du maximum de vraisemblance et le second a I’aide des estimateurs sans biais et de
variance minimale. Ces résultats sont motivés par leurs applications dans les laboratoires de contrdle ou dans I’'industrie chimique,
pharmaceutique, agroalimentaire, etc. Pour citer cet article : F. Bertrand, M. Maumy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Edgeworth expansions for two point estimators of the proportion of measures. In this Note, we establish Edgeworth ex-
pansions for two point estimators of a proportion of experimental results 7. The first is based on the maximum likelihood method
and the second is the minimum variance unbiased estimator. These results are motived by their counterparts in the official qual-
ity laboratories and in the industries of various sectors, namely: chemistry, pharmacy, food processing, etc. 7o cite this article:
F. Bertrand, M. Maumy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version
Issues and aims

One burning issue that commonly arises in official quality laboratories or in the industries of various sectors,
namely chemistry, pharmacy, food processing, etc., is the estimation of the proportion of experimental results that lie
within two limits.

The literature is rather well furnished on this subject: let us cite among all these works [2] and [9] for further details.
Assume that a sequence of experimental results that follow a normal distribution with unknown mean © and unknown
variance o> > 0 and that the proportion of experimental results that lie within the limits of the interval [L, U], where
L stands for Lower and U for Upper, denoted by 7, is the parameter of interest. For instance, in official quality
laboratories, [L, U] is the range of the acceptable values and then 7 is the proportion of valid units.
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In this Note, we introduce two possible point estimators for the proportion 7w and their Edgeworth expansions
which will allow us to define confidence intervals that will be studied in another work.

The small sample sizes of experimental results, often ranging between 5 and 20, and therefore the fact that usual
asymptotic normal approximations are irrelevant accounts for the use of these Edgeworth expansions.

Notations and preliminary results

Let {X;: 2 <i < n} be a sequence of experimental results that follow a normal distribution with mean p and
variance o2 > 0. We denote by X = %Z?:] X; the sample mean and by sf = ﬁ Yo (Xi - X)? the sample
variance. We introduce the proportion 7 defined by:

n::n(M,UZ)=P[L<x<U]=q><U_“)—@(L_“), )
o o

where ® stands for the cumulative distribution function of the standard normal law, U and L, with L < U, are the
‘limits of acceptance’, whose values depend on the active regulatory norm.

Using (1) one can put forward two point estimators of 7 : the first, denoted by 7 and defined by Eq. (3), is based on
the maximum likelihood theory (MV) and the second, denoted by 7 and defined by Eq. (4), is unbiased with minimal
variance (SBVM). Theorems 2.1 and 2.2 state that these two point estimators renormalized by /n are asymptotically
normal; Theorem 2.2 is one of the results of this Note and its proof can be found in [1].

Small sample simulations

We now provide two displays (Fig. 1): the first plots /5 (7 — ) and the second plots \/n (& — ), where & = 0.95,
L =-0.15,U =0.15, = 0 and, following the decreasing order of the graphs, the density function for n = 10; 15; 20
and for the normal limit law as n tends to infinity. These estimates of the density functions where computed with the
Maple 10.0 software [8] using an Epanechnikov kernel and 10000 simulated values of each of the two estimators.

We also simulated r = 10000 values of 7 and 7 for w# = 0.95, L = —0.15, U = 0.15, £ = 0;0.10, n =
5; 10; 15; 20. Table 1 sums up the results computed this way, using the fact that, if (xy, ..., x;,) is a r-sample, then Biais
means Bias, Variance = % . Zle(xi — )?)2, MSE = Variance + Bias?, Asymétrie = % . Zle(xi — )?)3/Variance3/2,
Asymétrie means Skewness, and Aplatissement = % > (xi — ¥)*/Variance?, Aplatissement means Kurtosis. The
values of the skewness and the kurtosis lie far apart from the values of a normal distribution and therefore accounts

for the use of the Edgeworth expansions whose computations is the aim of Section 4.
Edgeworth and Cornish—Fisher expansions

Even although computing the Edgeworth expansions of 7 and 7 is a fairly long task, even trickier for 7 than for 7,
this work was completed and is detailed in the preprint [1].

Theorems 4.1 and 4.2 state, with Egs. (7) and (8), the Edgeworth expansions of the two estimators 7 and 7.

These results lead to Cornish-Fisher expansions of the quantiles of the two estimators 7 and 7 given by Eq. (9).

However, the true values of the parameters © and o of the normal distribution, whose values are required to
compute the Cornish—Fisher expansions, are unknown. Bootstrap techniques can be used to solve that issue. This will
be studied by the authors in an forthcoming paper.

1. Motivation

Un des problémes des laboratoires de contrdle ou de I'industrie chimique, pharmaceutique, agroalimentaire, etc.,
est I’estimation de la proportion d’une population de mesures se situant entre deux limites. La littérature est relative-
ment abondante sur ce sujet : citons par exemple [2] et [9] pour de plus amples détails. Supposons qu’une série de
mesures suive une loi normale de moyenne p et de variance o2 > 0 inconnues et que la proportion des mesures ap-
partenant a I’intervalle [L, U], L pour Lower et U pour Upper, notée m, est le parametre d’intérét. Par exemple, dans
les laboratoires de contrdle, [L, U] représente 1’étendue des valeurs produites acceptables et i est alors la proportion
d’unités conformes. Dans cette Note, nous proposons deux estimateurs possibles pour la proportion 7 et établissons
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des développements d’Edgeworth qui permettent de construire des intervalles de confiance qui seront étudiés par
ailleurs. Le recours a ces développements se justifie par la faible taille des séries de mesures utilisées, souvent com-
prise entre 5 et 20, et par conséquent, par le fait que les approximations asymptotiques ne sont plus valides dans ce
cas. La démonstration des Théorémes 2.2, 4.1 et 4.2 est détaillée dans la prépublication [1].

2. Notations et résultats préliminaires

Soit {X;: 2 < n} une série de mesures qu1 suit une loi normale de moyenne p et de variance o > 0. Désignons
par X = rll Zi:l X i la moyenne empirique et 52 = n71 Y Xi—X X)? 1a variance empirique corrigée. Introduisons
la proportion 7 qui se définit par :

n::rr(u,oz):P[L<X<U]:<I><U_M)—CD(L_M), 2)

o o

ou & désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite, U et L, avec L < U, sont les «limites
d’acceptation », dont les valeurs dépendent de la norme utilisée.

A partir de (2), deux estimateurs de 77 sont proposés : le premier, noté 7, est basé sur la méthode du maximum de
vraisemblance (MV) et le second, noté 77, est sans biais et de variance minimale (SBVM).

La propriété de I’invariance du maximum de vraisemblance permet de définir I’estimateur 7 ainsi :

NG AT UL AU N T st WK = 3)
7=n(X,-5|= - - ) onkl= _
k? Se Sc MV k2 n—1

Théoréme 2.1. & — 7 renormalisé par /n est asymptotiquement gaussien de variance 01\2,1\, (cf. [6]).

L’expression de I’estimateur 7 (cf. [7]) s’écrit :

_ g2 g2 52 _ g2 0 sib; <0,
ﬁ::ﬁ(X, k—3>=(ﬁ1—ﬁ2)<X, k—62>—gSBVM( k2) Oflﬁi(X, k—62>= 1 sib; > 1,
Bbi(%,%) sinon,
“4)
4 n—4
ot By, ("52,5%) = (,fg';r(zg z)fo (l—u)Tdu,blz%(l—i—k X_L )etb2_2(1 ke X-U L.

PP ~ . . . . 2 )
Théoreme 2.2. 7 — 7 renormalisé par /n est asymptotiquement gaussien de variance O$BvM = OMV-
3. Quelques simulations pour 7 et 7

Nous présentons ici deux graphiques (Fig. 1) : le premier pour /n (7 — m) et le second pour /n (7 — 7), ol
7 =095 L=-0,15 U =0,15, u =0 et par ordre décroissant des maxima des courbes, la densité pour n = 10,
n =15, n = 20 et la loi normale limite lorsque n tend vers I’infini. Ces estimations de la densité ont été obtenues a
I’aide du logiciel Maple 10.0 [8] et au moyen d’un noyau d’Epanechnikov et de 10000 réalisations de chacun des
estimateurs.

Nous avons également simulé » = 10000 réalisations de 7 et 7 pour 7 = 0,95, L = —0,15, U = 0,15, u =0
et u=0,10,n=5,n=10,n =15 et n = 20. Le Tableau 1 résume les résultats obtenus, avec la convention que,

si (x1,...,x;) est un r-échantillon, alors Variance = } . Zle(x,- — )?)2, MSE = Variance + Biais2, Asymétrie

= % Y i — ¥)3/Variance’/? et Aplatissement = % 3 (xi— ¥)*/Variance?. Les valeurs d’asymétrie et d’apla-

tissement motivent les développements d’Edgeworth proposés ci-apres.
4. Développements d’Edgeworth pour 7 et 7

Afin d’obtenir un développement d’Edgeworth pour 7, nous utilisons les résultats et les notations de [5]. Soient
{X,X1,...,X,} des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi N (u, o2). Introduisons
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Fig. 1. Les 2 simulations—voir texte.

Tableau 1

Simulations de 7 et 7

w 0 0,10

n 5 10 15 20 5 10 15 20

Biais 7 —0,0056 —0,0030 —0,0033 —0,0017 0,0016 0,0012 0,0012 0,0001
Variance 7 0,0042 0,0022 0,0016 0,0012 0,0038 0,0021 0,0014 0,0011
MSE 7 0,0042 0,0022 0,0016 0,0012 0,0038 0,0021 0,0014 0,0011
Asymétrie T —1,5591 —1,1599 —1,0082 —0,9218 —1,8825 —1,3775 —1,1852 —1,0277
Aplatissement 7 5,3367 4,2283 3,9795 3,7984 7,1694 5,0787 4,7367 4,2284
Biais 7 0,0012 0,0001 —0,0011 —0,0006 —0,0011 0,0008 0,0005 0,0001
Variance 7 0,0057 0,0027 0,0018 0,0013 0,0061 0,0026 0,0018 0,0013
MSE 7 0,0057 0,0027 0,0018 0,0013 0,0061 0,0026 0,0018 0,0013
Asymétrie 7 —1,7887 —1,3490 —1,0547 —0,9403 —1,7460 —1,3472 —1,1293 —0,9982
Aplatissement 7 5,8690 4,7935 3,8923 3,8286 5,8653 4,8502 4,2291 3,9678

X = (X, X?) et Xs = (X, X2, X3, X*). Les expressions (3) et (4) permettent de dire que 7 et 7 dépendent de X et de
s¢/ k. Mais nous pouvons aussi dire que 77 et 7 sont des fonctions de 1’échantillon {(X;, Xiz): 1<i<n}.
Maintenant définissons la fonction Fy my (resp. la fonction studentisée Fy vv) de la fagon suivante :

Fomv:(x,y) e R* > gnv(x, y)/omv € R, Q)

Fymv:(x,y, 2,0 € RY s gy (x, )/ oy (x, ¥, 2, 1) €R (6)

ol oy (x,y,2,1) = Zflzl Z?:l(3gm/3xi - 0gMv/3x;)(x, Y) (@ + j) — ¢ (D)9 ())), avec ¢ (k) la k-éme compo-
sante du vecteur (x, y, z, 1) et gnv(x, ¥) = gmv (x, ¥y — x2) — (i, 02).

Théoreme 4.1. Nous avons le développement d’Edgeworth a ’ordre deux suivant :

P[VnFomv(X,s2/k?) <x]=®@) + 0 premv®)o () +n~ ' pramv(@)¢(x) +O(n3), (7
uniformément en x € R et ol p1 o« MV, P2, Mv SoOnt définis par les Egs. (2.24) et (2.25) page 48 dans [5]. Les coeffi-
cients k1.2 mv, k2. 2.mv, k3.1.Mmv et ka1 mv different d’une statistique a I’ autre puisque :

|44 d d d d d d d
kl,z,MVZEZZaulhj, ksamv =YY Y aiajarpijc+3Y > Y Y aiajaupikiiji.
i=1 j=I i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=1I=I
d d d d d d d d d d

d
ka2 Mv = Z Z Zaiajkmjk + % ZZ Zzaijaklﬂikujl + ZZ Zzaiajkluij,ukz,

i=1 j=1k=1 i=1 j=1k=11=1 i=1 j=1k=11=1
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d d d d d d

d d d
kaamv =Y > 3> aiajaar(piji — 3wij) F12) Y D NN aiajaxaim hirit jm

i=1 j=1k=1I1=1 i=1 j=1k=11=1 m=1

3
+>> Z DD aiajariamo itk tmo + 24 kom thio  HLik i jt o + 16k I jm io)

d d d
+ % ; Z DYDY aiajaramoGtim it jo + 2kim ik o),

ot a est égal a Fy vy (resp. a Fs mv), en désignant par @ Ja i-eme composante d’un vecteur et avec
ai,..i; = (07 /0x - 9xUD)aX) x=prx) et piy..i; =E[X =)@ (X = )]

De facon similaire, nous obtenons un résultat pour 7. Nous introduisons la fonction Fy sgvm (ou la version stu-
dentisée de cette statistique Fy spym) définie simplement en remplagant gmy par gspvm dans les expressions (5)
et (6). Toutefois un raffinement supplémentaire est nécessaire puisque M(x, y) et donc Fpspvm(x,y) et
F; sevm(x, y, z, t) dépendent de n (voir [5] page 58 pour plus de détails sur la maniere de traiter cette difficulté).

Théoreme 4.2. Nous avons le développement d’Edgeworth a ’ordre deux suivant :

P[VnFespvm(X,s7/k*) <x] =) +n""prospvm o () + 77" pre spvm(x)p (x) +0(n /%), (8)
uniformément en x € R et o1l p1 ¢ SBVM €f P2.e SBVM 0Nt été définis au Théoréme 4.1 et ont k1 2,sBvM, k3.1,SBVM,
k2,2,sBVM et k4.1, sBvM sont donnés par :

d d

ki12,sBvM =k12mv, k31,5BvM =k3.1,Mv, k22.sBVM = k22 MV + ZZ Zbo,ibz,jﬂij,
i=1 j=1

ka1 sBVM = k4,1 MV,
etavec les by, 1 <i<d, etles by j, 1 < j<d,définis par I’Eq. (2.38) page 58 dans [5].

5. Développements de Cornish-Fisher

Pour les estimateurs dont nous avons calculé un développement d’Edgeworth, nous souhaitons obtenir un dévelop-
pement des quantiles de niveau « qui sont déterminés par :

we® = inf{x: P[vnFeo(X,s2/k%) <x]>a).

Notons z, le quantile de niveau o d’une loi normale centrée réduite. Les Eqs. (7) et (8) permettent d’obtenir un
développement de wy* dans les quatre cas qui nous intéressent en fonction de z, :

1
—1/2 -1 2 -3/2

W, =Z2g —N / pl,o,o(za)+” pl,o,o(za)pi,.,.(za) - Ezap],.,.(za) _p2,o,o(Za)+O(n 3/ ) ©)]
AVEC Pl.e.e €t P2 o o comme définis ci-dessus au Théoreme 4.1 ou au Théoreme 4.2.
6. Conclusion et perspectives

Cette Note a permis d’établir les développements d’Edgeworth de deux estimateurs d’une proportion de mesures.
Ces développements doivent maintenant étre testés sur des données réelles. De tels résultats seront présentés ultérieu-
rement, en particulier le recours a des techniques bootstrap justifié par le fait que les paramétres 1 et o> sont inconnus.
Pour plus de détails a ce sujet nous renvoyons a [3] et [4].
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