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Résumé

Nous estimons le noyau de la chaleur et la résolvante du laplacien pour les formes différentielles sur les espaces symétriques
riemanniens. Nous en déduisons des résultats sur la L2-cohomologie des espaces localement symétriques. Pour citer cet ar-
ticle : N. Lohoué, S. Mehdi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimates for the heat kernel on differential forms on symmetric spaces and L2-cohomology of locally symmetric spaces.
We estimate the heat kernel and the resolvant of the Laplacian for differential forms on Riemannian symmetric spaces. We deduce
some results on the L2-cohomology of locally symmetric spaces. To cite this article: N. Lohoué, S. Mehdi, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Notation

Soient G un groupe de Lie semisimple réel connexe non compact de centre fini d’algèbre de Lie g, K un sous-
groupe compact maximal de G d’algèbre de Lie k et

g = k ⊕ s

la décomposition de Cartan associée. Pour chaque classe de conjugaison de sous-algèbres de Cartan dans g, nous
fixons un représentant hi et nous posons ai = hi ∩ s. Soient Δ+

i un système de racines positives de gC relatives à hC
i ,

Σ+
i un système de racines restreintes positives compatible avec Δ+

i et ρi (resp. ρai
) la demi-somme des racines (resp.

racines restreintes) positives, où gC (resp. hC
i ) désigne la complexification de g (resp. hi ). Soient

Pi = MiAiNi
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la décomposition de Langlands du sous-groupe parabolique cuspidal de G associé à hi , δi une représentation dans la
série discrète (M̂i)d de Mi , αi une forme linéaire sur ai et (πδi ,αi

,Hδi ,αi
) la représentation de G dans la série principale

associée à Pi . Dans le cas où ai est de dimension maximale, nous noterons respectivement a, Σ+ et P = MAN au
lieu de ai , Σ+

i et Pi = MiAiNi . Si a+ est la chambre de Weyl positive définie par Σ+, nous avons les décompositions

de Cartan G = K exp(a+)K et d’Iwasawa G = K exp(a)N de G. Notons respectivement exp(a+(g)) et exp(a(g)) la
exp(a+)-composante et la exp(a)-composante d’un élément g de G dans ces décompositions. La forme de Killing de
g induit une norme ‖ ‖ sur g et g�, nous désignerons par le même symbole la norme définie sur G par : ‖g‖ = ‖a+(g)‖.

La restriction à K de l’action adjointe Ad de G se prolonge en une représentation σ
 de K dans le produit extérieur
Λ
sC, 0 � 
 � dim(s) :

σ
 = Λ
Ad.

Le produit tensoriel L2(G) ⊗ Λ
sC est alors muni de l’action L ⊗ 1 de G et de l’action R ⊗ σ
 de K , où L (resp. R)
désigne la translation à gauche (resp. droite) sur G. Nous obtenons ainsi une représentation de G dans le sous-espace
(L2 ⊗ Λ
sC)K des vecteurs K-invariants, i.e l’espace des 
-formes différentielles de carré intégrable sur l’espace
symétrique (riemannien) G/K . La formule de Plancherel pour les 
-formes sur G/K prend alors la forme suivante
(voir le paragraphe 5 de [6]) :

(
L2 ⊗ Λ
sC)K �

∑
i

∑
δi∈M̂i (σ
)

⊕̂∫
a�

i,0

Hδi ,
√−1νi

⊗̂(
H�

δi ,
√−1νi

⊗ Λ
sC)Kcδi
(
√−1νi)dνi

où

M̂i(σ
) = {
δ ∈ (M̂i)d | HomMi∩K(σ
, δ) 	= {0}}

et cδi
est la densité de Plancherel. Si Q
 = ∫

K
R(k) ⊗ σ
(k)dk désigne la projection de L2(G) ⊗ Λ
sC sur (L2(G) ⊗

Λ
sC)K , alors le laplacien Δ
 agissant sur les 
-formes différentielles de carré intégrable sur G/K est défini par :

Δ
 ◦ Q
 = −Q
 ◦ (ΩG ⊗ Id∧
sC),

où ΩG est l’opérateur de Casimir de G. D’après la formule de Kuga (voir p. 49 de [3]), nous savons que :

πδi,αi
(Δ
) = −πδi,αi

(ΩG)

indépendamment du degré 
. D’autre part, l’opérateur de Casimir de G agit comme un opérateur scalaire sur (les
vecteurs lisses de) Hδi ,αi

:

πδi,αi
(ΩG) = (∥∥char(δi)

∥∥2 + ‖αi‖2 − ‖ρi‖2) Id

où char(δi) désigne le caractère infinitésimale de δi . Nous posons alors :

λ
(G/K) = inf
{‖ρi‖2 − ∥∥char(δi)

∥∥2 | δi ∈ M̂i(σ
)
}
.

Nous calculerons explicitement λ
(G/K) pour les groupes complexes ainsi que pour des groupes hermitiens de rang
réel égal à 2.

Soit Δ = ΩG − 2ΩK le laplacien sur G, où ΩK est l’opérateur de Casimir de K , et notons Pt = etΔ la solution
fondamentale de l’équation de la chaleur sur G. Il est bien connu (voir [2]) que :

(Ptf )(g0) =
∫
G

pt

(
g−1

0 g
)
f (g)dg

pour tous f ∈ L2(G) et g0 ∈ G, où pt ∈ L2(G) ∩ C∞(G) est le noyau de la chaleur sur G. De manière analogue, si
P 


t = e−tΔ
 est la solution fondamentale de l’équation de la chaleur sur les 
-formes différentielles sur G/K , alors
nous avons :(

P 

t φ

)
(g0) =

∫
p


t

(
g−1

0 g
)(

φ(g)
)

dg
G
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pour tous φ ∈ (L2 ⊗ Λ
sC)K et g0 ∈ G, où p

t :G

C∞→ End(Λ
sC) est le noyau de la chaleur sur les 
-formes. Le lien
entre le noyau de la chaleur sur les fonctions sur G et le noyau de la chaleur sur les 
-formes sur G/K est facile à
établir :

p

t (g) =

∫
K×K

pt

(
k−1gk′)σ
(k)e2tΩK σ
(k

′)−1 dk dk′.

Une démonstration détaillée des résultats que nous annonçons sera fournie dans un article à venir. Nous remer-
cions le rapporteur pour ses remarques et ses suggestions.

2. Estimées du noyau de la chaleur

Théorème 1. Soient G un groupe de Lie réel connexe non compact de centre fini et K un sous-groupe compact
maximal de G. Pour tout ε ∈]0;1[, il existe deux nombres réels strictement positifs aε et Aε tels que

∥∥p

t (g)

∥∥ � aεe−tλ
(G/K)Φ0(g)e
− 1−ε

(1+2ε)2
‖g‖2

4t t−ε r+z
2

pour tout g ∈ G satisfaisant ‖g‖ > Aε et tout réel t > 1, où Φ0(g) = ∫
K

e−ρai
(a(g−1k)) dk est la fonction sphérique de

Harish-Chandra, r = infi{dim(ai ) 	= 0} et z = infi{ordre de zéro de cδi
en νi = 0}.

La stratégie de la preuve repose éssentiellement sur les points suivants :

– utiliser l’expression de p

t obtenue à partir de la formule de Plancherel pour les 
-formes (voir le paragraphe 8

de [6]),
– décomposer le produit scalaire 〈p


t (g)η,β〉Λ
sC , pour tout g dans G, en deux termes ϕ1,ε(g) et ϕ2,ε(g) dont
le support dépend de ε, en observant que l’on peut supposer g dans exp(a+) et choisir η et β dans la même
composante irréductible de σ
,

– utiliser le théorème de Paley–Wiener sur G (voir [5]) pour obtenir que ϕ2,ε est une fonction C∞ à support compact
sur G dont le support ne contient pas g,

– estimer alors ϕ1,ε .

3. Estimées de la résolvante

Théorème 2. Soient G un groupe de Lie réel connexe non compact de centre fini et K un sous-groupe compact
maximal de G. A tout nombre complexe λ dans l’ensemble résolvant de Δ
, nous associons les nombres complexes
τi définis par : τ 2

i = ‖ char(δi)‖2 − ‖ρi‖2 + λ où δi ∈ M̂i(σ
). Nous supposons que la partie imaginaire Im(τi) de
τi est strictement positive et nous posons τ = infi{Im(τi)}. Alors pour tout ε ∈]0;1[, il existe deux nombres réels
strictement positifs bε et Bε tels que∥∥(Δ
 − λ)−1(g)

∥∥ � bεΦ0(g)e−(1−ε)τ‖g‖ (3.1)

pour tout g satisfaisant ‖g‖ > Bε .

L’idée est d’estimer (Δ
 −λ)−1 �P 

ε0

pour ε0 suffisamment petit, puis de prendre la limite ε0 → 0. Un point crucial
est de démontrer que les constantes intervenant dans nos estimations ne dépendent pas de ε0. Lorsque le paramètre λ

est réel le théorème 2 peut se déduire du théorème 1. Pour des résultats dans le cas des fonctions, i.e. lorsque 
 = 0, le
lecteur pourra consulter [1].

4. L2-cohomologie des espaces localement symétriques

Soient Γ un sous-groupe discret sans torsion de G et D( , ) la distance riemannienne sur G/K induite par la
forme de Killing. Soient C∞(Γ \G/K,Λ
sC) l’espace des 
-formes différentielles à support compact sur l’espace
0
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localement symétrique Γ \G/K et Δ̃
 le laplacien agissant sur les 
-formes. Soient d
 la différentielle extérieure et ∂


son adjoint de sorte que Δ̃
 = d
−1∂
 + ∂
+1d
. Soit W2,
 l’espace vectoriel défini par :

W2,
 = {

-forme ω sur Γ \G/K | ‖ω‖L2 < +∞ et ‖d
ω‖L2 < +∞}

.

Notons H(
)(Γ \G/K) = Ker(d
)/ Im(d
−1) le groupe de la L2-cohomologie (non réduite) de degré 
 associé au
complexe :

W2,0
d0−→ W2,1

d1−→ W2,2
d2−→ · · · .

Par ailleurs, la série de Poincaré de Γ est définie, pour tous x, x′ ∈ G/K et s ∈ R, par :

Ps(x, x′) =
∑
γ∈Γ

e−sD(x,γ x′).

L’exposant critique de Γ est alors le nombre réel δ(Γ ) tel que, pour tous x, x′ ∈ G, Ps(x, x′) converge pour s > δ(Γ )

et diverge pour s < δ(Γ ). Notons

ρmin = inf
{
ρa(X) | X ∈ a+,‖X‖ = 1

}
et μ
(Γ \G/K) le bas du spectre de Δ̃
 :

μ
(Γ \G/K) = inf‖f ‖
L2 =1

f ∈C∞
0 (Γ \G/K,Λ
sC)

〈Δ̃
f,f 〉.

Nous obtenons alors :

Théorème 3. Soient G un groupe de Lie réel connexe non compact de centre fini, K un sous-groupe compact maximal
de G et Γ un sous-groupe discret sans torsion de covolume infini de G. Nous supposons que λ
(G/K) 	= 0.

(i) si δ(Γ ) � ρmin alors μ
(Γ \G/K) � λ
(G/K),
(ii) si ρmin � δ(Γ ) � ‖ρa‖ + √

λ
(G/K) alors μ
(Γ \G/K) � λ
(G/K) − (δ(Γ ) − ρmin)
2,

(iii) si |δ(Γ )−ρmin| � ‖ρa‖ < δ(Γ ) et λ
(G/K) � (δ(Γ )−ρmin)
2 alors μ
(Γ \G/K) � λ
(G/K)−(δ(Γ )−ρmin)

2.

Corollaire. Soient G un groupe de Lie réel connexe non compact de centre fini, K un sous-groupe compact maximal
de G et Γ un sous-groupe discret sans torsion de covolume infini de G. Nous supposons que λ
(G/K) 	= 0. Alors le
groupe H(
)(Γ \G/K) est trivial dans les cas suivants :

(i) δ(Γ ) � ρmin,
(ii) ρmin � δ(Γ ) � ‖ρa‖ + √

λ
(G/K) et
√

λ
(G/K) > δ(Γ ) − ρmin,
(iii) |δ(Γ ) − ρmin| � ‖ρa‖ < δ(Γ ) et

√
λ
(G/K) > |δ(Γ ) − ρmin|.

L’idée est d’utiliser la série de Poincaré de Γ pour déduire, du théorème 2, une estimation de la résolvante du
laplacien Δ̃
 sur Γ \G/K . Pour des résultat analogues en rang 1, le lecteur pourra consulter [4].
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