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Résumé

Un graphe (orienté) G est 2-reconstructible si tout graphe H obtenu à partir de G en inversant l’orientation de certaines de ses
paires orientées, choisies arbitrairement, est isomorphe à G. Soit G un graphe 2-reconstructible, indécomposable, ayant r paires
orientées. Il découle des résultats obtenus dans Boussairi et Chaichaa (2003) que G possède au moins 2r + 1 sommets. Dans cette
Note, nous déterminons, en fonction de r , le nombre minimum de sommets de G. Pour citer cet article : A. Boussaïri, A. Chaïchaâ,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

Abstract

The 2-reconstructible indecomposable graphs. A (direct) graph G is 2-reconstructible if any graph H obtained from G

by reversing the orientation of some of its directed pairs, chosen arbitrarily, is isomorphic to G. Let G be a 2-reconstructible
indecomposable graph, with r directed pairs. It follows from the results of Boussairi and Chaichaa (2003) that G has at least
2r + 1 vertices. In this Note, we determine, in terms of r , the minimum number of vertices of G. To cite this article: A. Boussaïri,
A. Chaïchaâ, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

1. Introduction

Un graphe est un couple G = (S,A) où S est un ensemble fini non vide et A est un ensemble de couples d’éléments
distincts de S. Les éléments de S sont les sommets de G et les éléments de A sont les arcs de G. À chaque partie non
vide X de S, est associé le sous-graphe G[X] = (X, (X × X) ∩ A) de G induit par X. Une paire {x, y} de sommets
de G est orientée lorsque le sous-graphe G[{x, y}] possède un seul arc. Étant donné deux graphes G = (S,A) et
G′ = (S′,A′), une bijection f de S sur S′ est un isomorphisme de G sur G′ si pour tous x, y ∈ S, on a : (x, y) ∈ A

si et seulement si (f (x), f (y)) ∈ A′. Lorsqu’une telle bijection existe, nous disons que G et G′ sont isomorphes
et nous notons G � G′. Un graphe H s’abrite dans un graphe G si H est isomorphe à un sous-graphe de G. Un
automorphisme d’un graphe G, est un isomorphisme de G sur lui même. Les automorphismes de G forment un
groupe de permutations de S noté Aut(G). Dans la suite, si Y est un ensemble fini, nous notons par |Y | le cardinal
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de Y et par Sym(Y ) le groupe de toutes les permutations de Y . Si A et B sont deux parties d’un ensemble E, nous
notons par A \ B , l’ensemble {x ∈ E: x ∈ A et x /∈ B}.

Étant donné un graphe G = (S,A), une partie I de S est un intervalle de G lorsque pour tous a, b ∈ I et x de S \ I ,
nous avons : (a, x) ∈ A (resp. (x, a) ∈ A) si et seulement si (b, x) ∈ A ( resp. (x, b) ∈ A). Par exemple, l’ensemble
vide, l’ensemble S et les singletons {x} (x ∈ S) sont des intervalles de G, appelés intervalles triviaux. Un graphe
est indécomposable si tous ses intervalles sont triviaux ; sinon, il est décomposable. Une paire orientée qui est un
intervalle de G est appelée 2-intervalle de G.

Étant donné un entier k � 2, deux graphes G = (S,A) et H = (S,B) sont k-hypomorphes si pour toute partie X de
S telle que |X| � k, les sous-graphes G[X] et H [X] sont isomorphes. Un graphe G est k-reconstructible lorsque tout
graphe k-hypomorphe à G lui est isomorphe. G. Lopez a prouvé [6] que tout graphe ayant au moins 7 sommets est
6-reconstructible. La classification des graphes k-reconstructible pour k ∈ {4,5} a été obtenu par Y. Boudabbous [1]
et pour k = 3 par Y. Boudabbous et G. Lopez [2].

La 2-reconstructibilité se traduit simplement de la façon suivante. Un graphe G est 2-reconstructible si tout graphe
G′ obtenu à partir de G en inversant l’orientation de certaines de ses paires orientées, est isomorphe à G. Considérons,
par exemple, le graphe F1 = {(0,1,2}, {(0,2), (2,0), (0,1)}. En inversant l’orientation de la paire {0,1}, on obtient
le graphe F2 = {(0,1,2}, {(0,2), (2,0), (1,0)} qui n’est pas isomorphe à F1. Ainsi, F1 n’est pas 2-reconstructible.
Dorénavant, nous appelons drapeau tout graphe isomorphe à F1 ou à F2. Y. Boudabbous et G. Lopez [3] ont montré
que dans un graphe 2-reconstructible, les paires orientées sont mutuellement disjointes. En introduisant un groupe de
permutations permettant d’interpréter la 2-reconstructibilité, nous avons caractérisé les graphes qui s’abritent dans un
graphe 2-reconstructible [4]. En fait, cette caractérisation découle du résultat suivant :

Proposition 1.1. ([4]) Un graphe 2-reconstructible à r paires orientées et 2r sommets admet un 2-intervalle. En
particulier, il est décomposable.

Il s’ensuit qu’un graphe 2-reconstructible, indécomposable, ayant r paires orientées, possède au moins 2r + 1
sommets.

Dans cette Note, nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 1.2. Soit r un entier naturel non nul. Désignons par k(r) le plus petit entier naturel tel que 2r divise k(r)!.
Tout graphe 2-reconstructible et indécomposable à r paires orientées possède au moins 2r + k(r) sommets.

Ce résultat est le meilleur possible. Plus précisement, nous prouvons que pour tout entier r � 1, il existe un graphe
2-reconstructible, indécomposable, à r paires orientées et 2r + k(r) sommets.

2. Préliminaires

Nous allons d’abord introduire quelques notations et définitions qui vont nous servir par la suite. Soit G = (S,A)

un graphe. Pour x �= y ∈ S, x → y signifie (x, y) ∈ A et (y, x) /∈ A, x ↔ y signifie (x, y), (y, x) ∈ A et x · · ·y
signifie (x, y), (y, x) /∈ A. Soit x un sommet de G. Considérons les ensembles De(x) = {y ∈ S: y → x}, Ds(x) =
{y ∈ S: x → y} et D(x) = De(x) ∪ Ds(x). Le cardinal de De(x) (resp. Ds(x)) s’appelle le degré entrant (resp. le
degré sortant) de x et sera noté de(x) (resp. ds(x)). Le degré de x est d(x) = de(x) + ds(x).

Soit G = (S,A) un graphe dont les paires orientées sont disjointes deux à deux. Nous définissons le conjugué x̄

d’un sommet x de G de la façon suivante : si d(x) = 0, x̄ = x et si d(x) = 1, x̄ est l’unique sommet x de G tel que la
paire {x̄, x} est orientée. Dorénavant, nous notons par Ā la partie {x̄: x ∈ A}. Une section de G est une partie Σ de S

telle que : pour tout sommet x de G, l’intersection Σ ∩ {x, x̄} est un singleton.
Soit G = (S,A) un graphe. Un pseudo-automorphisme de G est une permutation σ de S telle que : pour toute paire

{x, y} d’éléments de S, les sous-graphes G[{x, y}] et G[{σ(x), σ (y)}] sont isomorphes. Les pseudo-automorphismes
de G forment un groupe de permutations de S noté Paut(G). L’orbite d’un élément x de S, suivant Paut(G), est
notée O(x).

Le résultat suivant permet d’interpréter la 2-reconstructibilité d’un graphe G à l’aide de son groupe de pseudo-
automorphismes :
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Proposition 2.1. ([4]) Soit G = (S,A) un graphe à r paires orientées disjointes deux à deux. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le graphe G est 2-reconstructible.
(ii) Le groupe Paut(G) agit transitivement sur l’ensemble des sections de G.

(iii) L’indice du sous-groupe Aut(G) dans Paut(G) est 2r .

Soient G1 = (S1,A1), . . . ,Gm = (Sm,Am) une famille de graphes définis sur des ensembles S1, . . . , Sm disjoints
deux à deux. Posons S = S1 ∪· · ·∪Sm et A = A1 ∪· · ·∪Am. Le graphe G = (S,A), noté G = G1 ∪· · ·∪Gm, s’appelle
l’union de G1,G2, . . . ,Gm. Il est clair que l’union d’une famille de graphes 2-reconstructibles est 2-reconstructible.

Soit G = (S,A) un graphe dont les paires orientées sont mutuellement disjointes. Notons D0 l’ensemble des
sommets de G de degré 0. Soit D′ un ensemble de même cardinal que D0 tel que S ∩ D′ = ∅. Soit α une bijection de
D0 sur D′. Désignons par Gd le graphe défini sur S ∪ D′ et vérifiant les conditions suivantes.

(i) Gd [S] = G.
(ii) Pour tout x ∈ D0, x → α(x) et la paire {x,α(x)} est un intervalle de Gd .

Si G est 2-reconstructible alors Gd est 2-reconstructible Soit G = (S,A) un graphe à r paires orientées disjointes
deux à deux et 2r sommets. Soient {x1, x1}, . . . , {xl, xl} les 2-intervalles de G. Soit S0 un ensemble à 2l éléments tel
que S0 ∩ S = ∅ et π une bijection de S0 sur l’ensemble {x1, x1, . . . , xl, xl}. Désignons par Gc le graphe, défini sur
S0 ∪ S et obtenu à partir de G en ajoutant les arcs (x,π(x)) et (π(x), x) où x ∈ S0. Notons enfin Ĝc le graphe obtenu
à partir de Gc en ajoutant les arcs (x, y) où x �= y ∈ S0. Si G est 2-reconstructible alors Gc est 2-reconstructible et Ĝc

est 2-reconstructible indécomposable.
On appelle graphe 1-basique tout graphe à deux sommets et possédant un seul arc. Pour s � 2, un graphe est

s-basique s’il est isomorphe à (Hc)d où H est un graphe (s − 1)-basique. Par construction, un graphe s-basique est
2-reconstructible.

3. Preuve du Théorème 1.2

La preuve du Théorème 1.2 utilise les résultats suivants :

Proposition 3.1. Soit G = (S,A) un graphe 2-reconstructible. Soient a, b deux sommets distincts de G tels que
d(a) = 1, a ↔ b et G[{a, a, b}] est un drapeau. Si σ est un pseudo-automorphisme de G qui laisse invariants les
éléments de O(b) alors σ laisse invariants les éléments de O(a).

Lemme 3.2. Soit G = (S,A) un graphe 2-reconstructible et indécomposable. Notons D0 l’ensemble des sommets de
G de degré 0. Pour tout x ∈ S \ D0, il existe une suite, x1 = x, x2, . . . , xl , de sommets de G distincts deux à deux telle
que :

(i) xl ∈ D0.
(ii) Pour i = 1, . . . , l − 1, d(xi) = 1 et le sous-graphe G[{xi, xi, xi+1}] est un drapeau.

Démonstration du Théorème 1.2. Soit G = (S,A) un graphe 2-reconstructible indécomposable à r paires orientées.
Montrons que |S| � 2r +k(r). Comme |S| = |D0|+2r , il suffit de prouver que |D0| � k(r). Remarquons que la partie
D0 est invariante par les pseudo-automorphismes de G donc le groupe Paut(G) agit d’une manière naturelle sur D0.
Soit ϕ l’homomorphisme de Paut(G) dans Sym(D0) correspondant à cette action. Montrons que ϕ est injectif. Soit
σ ∈ ker(ϕ) et x ∈ S \ D0. D’après le lemme 3.2, il existe une suite x1 = x, x2, . . . , xl d’éléments de S distincts deux
à deux telle que xl ∈ D0 et pour i = 1, . . . , l − 1, le sous-graphe G[{xi, xi, xi+1}] est un drapeau. Il est clair que
O(xl) ⊆ D0. Or σ ∈ ker(ϕ), donc les éléments de D0 et à fortiori ceux de O(xl) sont invariants par σ . Il en résulte
d’après la proposition 3.1 que les éléments de O(xl−1) sont invariants par σ . De proche en proche, nous montrons que
σ laisse invariants les éléments de O(x1) = O(x). Nous en déduisons que σ = IdS . Donc ϕ est injectif et par suite
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|Paut(G)| divise |D0|!. Or d’après la proposition 2.1, 2r divise |Paut(G)| donc 2r divise |D0|! et par suite |D0| � k(r).
Ainsi |S| = |D0| + 2r � 2r + k(r). �

Comme le montre le résultat suivant, le Théorème 1.2 fournit une minoration optimale du nombre des sommets
d’un graphe 2-reconstructible indécomposable ayant r paires orientées :

Proposition 3.3. Soit r � 1. Désignons par k(r) le plus petit entier naturel tel que 2r divise k(r)!. Il existe un graphe
2-reconstructible indécomposable ayant r paires orientées et 2r + k(r) sommets.

Démonstration. Remarquons d’abord que l’entier k(r) est pair. Posons k(r) = ∑i=m
i=1 2si avec 0 < s1 < · · · < sm. Il

est clair que 2r divise (2r)! donc k(r) � 2r . Par ailleurs, l’exposant de 2 dans la décomposition de k(r)! en facteurs
premiers est

∑i=m
i=1 (2si − 1) [5]. On a donc

∑i=m
i=1 2si−1 = k(r)

2 � r �
∑i=m

i=1 (2si − 1). Il existe des entiers naturels

non nuls t1 � · · · � tl tels que
∑i=l

i=1 2ti−1 = k(r)
2 et

∑i=l
i=1(2

ti − 1) = r . Pour i = 1, . . . , l, soit Gi = (Si,Ai) un
graphe ti -basique avec S1, . . . , Sl des ensembles disjoints deux à deux. L’union G des graphes G1, . . . ,Gl est un
graphe 2-reconstructible dont le nombre des paires orientées est

∑i=l
i=1(2

ti − 1) = r , le nombre de ses sommets est
2r et le nombre de ses 2-intervalles est

∑i=l
i=1 2ti−1 = k(r)

2 . Pour conclure, il suffit de considérer le graphe Ĝc qui est
2-reconstructible indécomposable, possédant 2r + k(r) sommets et r paires orientées. �
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