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Résumé

Nous donnons un résultat d’unicité pour le système de Navier–Stokes tridimensionnel ; la classe d’unicité considérée est
L2((0, T ), Ḣ 1/2) ∩ C([0, T ),M1/2) où M1/2 est l’espace des multiplicateurs ponctuels de Ḣ 1/2 dans Ḣ−1/2. Nous donnons

aussi une preuve trés simple de l’unicité des solutions C([0, T ),L3). Pour citer cet article : F. Marchand, M. Paicu, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Remarks on the uniqueness for the three-dimensional Navier–Stokes system. We give a result of uniqueness for the three-
dimensional Navier–Stokes system; the class of uniqueness that we consider is L2((0, T ), Ḣ 1/2) ∩ C([0, T ),M1/2) where M1/2

is the space of pointwise multipliers from Ḣ 1/2 to Ḣ−1/2. We also give a very simple proof to the uniqueness of solutions in
C([0, T ),L3). To cite this article: F. Marchand, M. Paicu, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Le but de cette Note est de démontrer un théorème d’unicité pour le système de Navier–Stokes tridimensionnel :

⎧⎪⎨
⎪⎩

∂tu + ∇ · (u ⊗ u) − �u + ∇p = 0,

div u = 0,

u(0, ·) = u0

(1)

où ∇ · (u ⊗ u)j = ∑3
k=1 ∂k(ujuk), u désignant un champ de vecteurs sur R

3 et le scalaire p étant la pression.
Nous montrons aussi que le cadre fonctionnel utilisé permet de redémontrer de façon trés simple le théorème

d’unicité de Furioli, Lemarié-Rieusset et Terraneo [3] pour des solutions C([0, T ),L3) des équations de Navier–
Stokes.
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L’utilisation des espaces de multiplicateurs pour étudier le problème de l’unicité pour les équations de Navier–
Stokes a été introduite par Lemarié-Rieusset [5] et aussi utilisée par Germain [4]. Commençons par rappeler ce qu’est
un espace de multiplicateurs (ponctuels) :

Définition 1. Soient r � s deux réels appartenant à (−3/2,3/2). On définit l’espace M(Ḣ r (R3), Ḣ s(R3)) comme
l’espace des distributions tempérées f telles qu’il existe une constante C � 0 vérifiant :

‖ϕf ‖Ḣ s � C‖ϕ‖Ḣ r

pour tout ϕ ∈ S .
La norme sur M(Ḣ r , Ḣ s) est alors donnée par :

‖f ‖M(Ḣ r ,Ḣ s ) = sup
ϕ∈S

‖ϕf ‖Ḣ s

‖ϕ‖Ḣ r

.

On a les deux propriétés immédiates suivantes (voir [8]) :

M
(
Ḣ r , Ḣ s

) = M
(
Ḣ−s , Ḣ−r

)
et M

(
Ḣ r , Ḣ s

)
↪→ Ḃr−s,∞∞ .

On notera en particulier M1/2 = M(Ḣ 1/2, Ḣ−1/2) = (−�)1/4M(Ḣ 1/2,L2) (voir [9]) et M̃1/2 l’adhérence de
l’espace des fonctions tests, D, dans M1/2. L’intérêt de l’espace M1/2 tient tout d’abord à son invariance par le
changement d’échelle de l’équation (‖λf (λ·)‖M1/2 = ‖f ‖M1/2 ) puis à la chaîne d’inclusions suivantes :

Proposition 2.

Ḣ 1/2 ↪→ L3 ↪→ L3,∞ ↪→M
(
Ḣ 1,L2) ↪→ Ṁ2,3 ↪→M1/2.

Preuve. Les 3 premières inclusions sont classiques, pour la quatrième on renvoie le lecteur à [5] et nous démontrons
seulement la dernière. Dans [6] on trouve le résultat suivant :

Ṁ2,3 = M
(
Ḃ

1,1
2 ,L2)

où Ṁ2,3 est l’espace de Morrey–Campanato

‖f ‖Ṁ2,3 = sup
x∈R3

sup
R>0

R−1/2
( ∫

|x−y|�R

∣∣f (y)
∣∣2 dy

)1/2

< ∞.

Par dualité on a

M
(
Ḃ

1,1
2 ,L2) = M

(
L2, Ḃ

−1,∞
2

)
,

et par interpolation réelle [1],

Ḣ 1/2 = [
Ḃ

1,1
2 ,L2]

1/2,2 et Ḣ−1/2 = [
Ḃ

−1,∞
2 ,L2]

1/2,2. �
Une solution faible des équations de Navier–Stokes sera une solution de (1) au sens des distributions et une solution

mild, une solution du problème intégral suivant :

u = et�u0 −
t∫

0

e(t−s)�
P∇ · (u ⊗ u)ds (2)

où P est le projecteur de Leray P = Id+ ∇√−�
⊗ ∇√−�

sur les champs à divergence nulle.
On rappelle le résultat suivant dû à Lemarié-Rieusset, Furioli et Terraneo [3] où E2 désigne l’adhérence des fonc-

tions test dans l’espace de Morrey L2
uloc :

Proposition 3. Soit u ∈ L2((0, T ),E2), u est une solution faible des équations de Navier–Stokes si et seulement si
c’est une solution mild.
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Enfin, nous utiliserons le lemme classique suivant (voir [5] p. 140) :

Lemme 4. Soit f une fonction appartenant à l’espace L2((0, T ), Ḣ 1/2), alors g(t) = ∫ t

0 e(t−s)�
√−�f ds appartient

à l’espace L∞((0, T ), Ḣ 1/2).

Nous sommes en mesure d’énoncer notre résultat :

Théorème 5. Soient u et v deux solutions faibles des équations de Navier–Stokes sur (0, T �) × R
3 ayant la même

donnée initiale avec T � ∈ (0,∞]. Si de plus u et v appartiennent à l’espace C([0, T �),M1/2) ∩ L2((0, T �), Ḣ 1/2),
alors u = v sur [0, T �).

Remarque 1.

– Une solution de Leray u ∈ L∞((0, T �),L2) ∩ L2((0, T �), Ḣ 1), u appartient clairement a L2((0, T �), Ḣ 1/2).
– Ce résultat est proche du résultat de Chemin [2] et de son amélioration récente par Lemarié-Rieusset [7]

où la classe d’unicité est Lp((0, T �),Lq) ∩ C([0, T �),B
−1,∞∞ ) avec p ∈ (2,∞) et q ∈ (3,∞). Notre ré-

sultat n’est pas inclus dans ce dernier et réciproquement puisque M1/2 ↪→ B
−1,∞∞ et L2((0, T �), Ḣ 1/2) ∩

L∞((0, T �),B
−1,∞∞ ) ↪→ L3((0, T �),L3) (injections de Sobolev précisées).

– Ici la seule hypothèse imposée sur la donnée initiale est d’appartenir à l’espace M̃1/2 (voir la remarque en début
de démonstration).

Preuve. Soit B l’opérateur bilinéaire défini par :

B(f,g) =
t∫

0

e(t−s)�
P∇ · (f ⊗ g)ds.

Soient deux solutions u et v de (NS) ayant même donnée initiale et appartenant à l’espace L2((0, T �), Ḣ 1/2) ∩
C([0, T �),M1/2). On note w = u − v et on a

w = −B(u,w) − B(w,v). (3)

On commence par faire la remarque suivante inspirée de [7] ; les fonctions tests sont denses dans Ḣ 1/2 donc
u(t) et v(t) appartiennent presque partout en t a M̃1/2, adhérence des fonctions test dans M1/2. L’espace M̃1/2
étant fermé dans M1/2, par continuité (en temps), u et v appartiennent à C([0, T �),M̃1/2). Pour 0 < T < T �, la
continuité en temps permet d’écrire u = u1 + u2 et v = v1 + v2 avec u1, v1 ∈ C([0, T ],M1/2) en norme petite et
u2, v2 ∈ XT = L∞((0, T ),M(Ḣ 1/2, Ḣ 1/2)) (on remarquera que D est bien inclus dans M(Ḣ 1/2, Ḣ 1/2) puisque
toute fonction bornée ayant son gradient dans L3 y appartient). Si l’on note ET = L2((0, T ), Ḣ 1/2), nous avons tout
d’abord clairement u1 ⊗ w, w ⊗ v1 ∈ L2((0, T ), Ḣ−1/2) ; puis le théorème de régularité maximale implique :∥∥B(u1,w)

∥∥
ET

+ ∥∥B(w,v1)
∥∥

ET
� C

(‖u1‖C([0,T ],M1/2) + ‖v1‖C([0,T ],M1/2)

)‖w‖ET
. (4)

D’autre part, on a u2 ⊗ w, w ⊗ v2 ∈ ET et avec le Lemme 4 on obtient∥∥B(u2,w)
∥∥

ET
+ ∥∥B(w,v2)

∥∥
ET

� C
√

T
(‖u2‖XT

+ ‖v2‖XT

)‖w‖ET
. (5)

Finalement avec (3), (4) et (5) on a,

‖w‖ET
� C

(‖u1‖C([0,T ],M1/2) + ‖v1‖C([0,T ],M1/2) + √
T ‖u2‖XT

+ √
T ‖v2‖XT

)‖w‖ET
.

On choisit alors u1 et v1 telles que

‖u1‖C([0,T ],M1/2) + ‖v1‖C([0,T ],M1/2) <
1

4C
,

puis T suffisament petit tel que
√

T ‖u2‖XT
+ √

T ‖v2‖XT
<

1
.

4C
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On obtient alors

‖w‖ET
� 1

2
‖w‖ET

ce qui implique w = 0 sur [0, T ) et sur [0, T ] par continuité. Soit T0 le temps maximal tel que w = 0 sur [0, T0),
si T0 < T � on peut réitérer la preuve précédente à partir de w(T0) et obtenir une contradiction. On a donc u = v

sur [0, T �). �
Remarque 2. On peut très légèrement modifier les hypothèses du théorème en remarquant que l’on utilise l’éstimation
L2((0, T ), Ḣ 1/2) sur w = u − v et pas directement sur u ou v. La classe d’unicité devient alors u ∈ C([0, T ),M1/2),
u − et�u0 ∈ L2((0, T ), Ḣ 1/2) et u0 ∈ M̃1/2.

La remarque précédente nous permet de donner une nouvelle preuve du théorème d’unicité de Furioli, Lemarié-
Rieusset et Terraneo [3] :

Théorème 6. Si u et v sont deux solutions faibles des équations de Navier–Stokes sur (0, T ) × R
3, appartenant à

C([0, T ),L3) et ayant la même donnée initiale, alors u = v.

Preuve. On a tout d’abord C([0, T ),L3) ↪→ C([0, T ),M̃1/2) et, compte tenu de la Remarque 2, il suffit de mon-
trer qu’une solution u ∈ C([0, T ),L3) des équations de Navier–Stokes vérifie u − e−t�u0 ∈ L2((0, T ), Ḣ 1/2). Pour
cela on observe que u ⊗ u appartient à L∞((0, T ),L3/2) ↪→ L∞((0, T ), Ḣ−1/2) donc (

√−�)−1(u ⊗ u) appartient
à L2((0, T ), Ḣ 1/2). Puis, le théorème de régularité maximale (voir par Exemple [5] p. 64) donne u − e−t�u0 ∈
L2((0, T ), Ḣ 1/2). �
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