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Résumé

Nous énoncons une version explicite du théoreme de Beilinson pour la courbe modulaire X | (N). Nous en déduisons, pour toute
courbe elliptique E de conducteur N premier, une formule donnant L(E,?2) en termes des valeurs tordues L(E, x, 1), avec x
caractere modulo N. Nous illustrons ce résultat et ses conséquences dans le cas de la courbe elliptique £ = X (11). Pour citer cet
article : F. Brunault, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Explicit version of Beilinson’s theorem for the modular curve X (N). We state an explicit version of Beilinson’s theorem for
the modular curve X{(N). We deduce from it, for any elliptic curve E of prime conductor N, a formula giving L(E, 2) in terms
of the twisted values L(E, x, 1), where x is a character modulo N. We illustrate this result and its consequences in the case of the
elliptic curve E = X (11). To cite this article: F. Brunault, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Beilinson’s theorem on modular curves [1, §5] (see also [2,12]) expresses the special value at s = 2 of the
L-function of a modular form of weight 2, in terms of a regulator. Because of the potential applications of this
result [4,7,11], it is natural to search for an explicit version of it.

Let N > 1 be an integer and X{(N) be the modular curve over Q associated to the congruence subgroup 17(N)
of the modular group. Bloch and Beilinson defined a regulator map on the algebraic K-group K>(X1(N)) [9,14]. We
recall that the exact localization sequence in algebraic K -theory induces an inclusion

K2(X1(N)) ® Q= K2(Q(X1(N))) ® Q,

where Q(X{(N)) is the function field of X{(N). We define the regulator map as follows (note that it differs from
[5, (12)] by a factor 2i)
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v K2(Q(X1(N))) — Homg(2' (X1(N)), R),

(1)
{u, v} — <a)|—> / n(u,v)Aw)
X1 (N)(©)
where for any u, v € Q(X(N))*, the differential form 7n(u, v) is defined by
n(u, v) = —ilog|u|(d — 3)log |v| +ilog|v|(® — d)log|u| (d=09d+d). )

Let f € S2(I1(N), ¥) be a weight 2 newform of level N and character y. Let us write the L-function associated
to fas L(f,s)= Zﬁil a,n—*%, Re(s) > % For any Dirichlet character x we define L(f, x,s) = 220:1 a, x (n)n=".
Profound results of Beilinson [1,2,12] express L(f,2)L(f, x, 1), where x is an even Dirichlet character, in terms of
(rn(yy), wyp), with y, € K2(X1(N)) ® C and wy = 2im f (z) dz. However, Beilinson’s formula is not explicit in the
following sense:

(i) The element y, is defined using a Milnor symbol associated to modular units of X;(N "), with N’ a suitable
multiple of N; the integer N’ and the modular units are not given explicitly;
(ii) The regulator of y, is only computed up to an algebraic factor.

The aim of this Note is to precise the points (i) and (ii) above. In particular, when y is of level N, we show that it
is possible to take N’ = N and we give the following explicit formula.

Theorem 0.1. For any even Dirichlet character x mod N, with x primitive and x # ¥, we have

Nr(x)
Lf.2L(f.x. 1) = %(m({ux, ). ) 3)

2 x(a)e®IN denotes the

where uy et uyy are explicit modular units of X1(N) (see Proposition 2.1), T(x) =)_ .
NZ

Gauf3 sum of x, and ¢ is Euler’s totient function.
Moreover, the Milnor symbol {uy , uy } lies in the subspace K>(X1(N)) ® C.

In order to prove Theorem 0.1, we follow Beilinson’s method but make every step explicit. We refer to [5, §3.2] or
[6] for the details.

Now let E be an elliptic curve over Q of conductor N. Let us write L(E,s) = L(f,s) where f is a newform of
weight 2 on IH(N). Let us denote by w(E) the opposite of the sign of the functional equation of L(E, s). Applying
Theorem 1.1 and using an idea of Merel, we get the following formula for L(E,2)L(E, x, 1). The coefficients ¢, -,
which do not depend on E, are defined below (17).

Theorem 0.2. Let N = p be prime. For any even Dirichlet character x # 1 mod p, we have

E
L(E,2)L(E,X,l)=% > e LE X D), @)
x' mod p

the sum being over even non-trivial Dirichlet characters x' mod p.

Remark 1. We show [5, Lemme 99] that there always exists an even Dirichlet character x # 1 mod p such that
L(E, x, 1) #0. Thus (4) leads to an expression for L(E, 2) in terms of the twisted values L(E, x, 1).

1. Enoncé du théoréeme

Le théoreme de Beilinson sur les courbes modulaires [1, §5] (voir également [2,12]) exprime la valeur en s =2 de
la fonction L d’une forme modulaire de poids 2 en termes d’un régulateur. Compte-tenu des applications potentielles
de ce théoreme [4,7,11], il est naturel d’en chercher une version explicite.

Soient N > 1 un entier et X{(N) la courbe modulaire (définie sur Q) associée au sous-groupe de congruence
I''(N). Le groupe de K-théorie algébrique K>(X{(N)) est muni d’une application régulateur, définie par Bloch
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et Beilinson [9,14]. Rappelons que la suite exacte de localisation en K-théorie algébrique induit une inclusion
K:(X1(N)) @ Q— K2(Q(X1(N))) ® Q, ou Q(X(V)) est le corps des fonctions de X1 (N). Nous définissons 1’ap-
plication régulateur comme suit (noter que cette définition differe de [5, (12)] par un facteur 2i)

v K2(Q(X1(N))) — Homg(2' (X1(N)), R),

)
{u,v}— <w|—> / n(u,v)/\a)>,
X1(N)(©C)
ol pour tout u, v € Q(X1(N))*, la forme différentielle n(u, v) est définie par
n(u, v) = —ilog|u|(d — 3)log |v| +ilog|v|(® — d)log|u| (d=0d+d). (6)
Apres tensorisation par C et restriction a K>(X1(N)) ® C, nous obtenons une application
rn : K2(X1(N)) ® C — Home(S2(I1(N)), C). (7)

Soit f € S2(I'1(N), ¥) une forme parabolique primitive (propre pour 1’algebre de Hecke, nouvelle et normalisée)
de poids 2, niveau N et caractere . Posons f(z) = > oo a,e®™2_ La fonction L associée a f est définie par
L(f,s)= Zzozl apn~—* pour Re(s) > % Pour tout caractere de Dirichlet x, posons L(f, x,s) = 220:1 ay x(n)n=".
Ces fonctions admettent des prolongements holomorphes au plan complexe.

Un théoréme profond de Beilinson [1,2,12] exprime le produit de valeurs spéciales L(f,2)L(f, x, 1), ol x estun
caractere pair, en termes de (ry(yy), wr), avec y, € K2(X1(N)) ® C et wy = 2in f(z) dz. Néanmoins, la formule de

Beilinson n’est pas explicite en deux points :

(i) L’élément y, est défini a I’aide d’un symbole de Milnor associé a des unités modulaires de X (N'), avec N’
multiple de N ; I’entier N’ et les unités modulaires ne sont pas précisés ;
(ii) Le régulateur de y, est calculé seulement a un facteur algébrique pres.

Le but de cette Note est de préciser les points (i) et (ii) ci-dessus. En particulier, lorsque x est de niveau N, nous
montrons qu’il est possible de prendre N’ = N et donnons la formule explicite suivante.

Théoreme 1.1. Soit x un caractére de Dirichlet modulo N, supposé pair, primitif et distinct de . Nous avons

Nz (x)

LUEDL D = 5= (s ) o) ®

o uy et iy, sont des unités modulaires explicites de X1 (N) (Proposition2.1), t(x) =) _z X (@)™ /N désigne

aEﬁ
la somme de Gauf3 de x, et ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.

De plus, le symbole de Milnor {uy, uy } appartient au sous-espace K»(X1(N)) ® C.
La démonstration du Théoréme 1.1 est esquissée dans la Section 2 : pour les détails, voir [5, §3.2] ou [6].
2. Unités modulaires et régulateur de Beilinson

Nous allons définir les unités modulaires u, du Théoréme 1.1, qui sont essentiellement des unités de Siegel. Pour
les détails omis ici, nous renvoyons a 1’exposition remarquable de Siegel [13, pp. 1-73].

Nous adoptons les modeles Y1 (N) et X1(N) sur Q des courbes modulaires, décrits dans [8, 9.3.6], et pour lesquels
la pointe infinie est Q-rationnelle. Notons O*(Y(N)) le groupe des unités modulaires (définies sur Q) de X{(N).
Toute unité modulaire u € O*(Y1(N)) définit une fonction log |u| sur le demi-plan de Poincaré H, invariante sous
I’action de I't(N). L’homomorphisme de groupes u +— log|u| s’étend a O*(Y1(N)) ® C. Notons que I’homomor-
phisme qui en résulte est injectif.

Soit x : (%)* — C* un caractere de Dirichlet modulo N, pair et distinct du caractére trivial. On convient d’étendre

x par O en une application de % dans C. Posons

Ejo= tim (X ARG en), ©)

s INmz +n|*
Re(s)>1 ~(m,n)eZ?
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ol le symbole " indique que la somme est restreinte aux (m, n) # (0, 0). D’aprés la formule de sommation de Poisson,
la fonction E ; est bien définie et de classe C*° sur H. Elle est invariante sous 1’action du groupe I (N). La proposition
suivante est classique (voir par exemple [10]).

Proposition 2.1. 1] existe une unique unité modulaire u, € O*(Y1(N)) ® C vérifiant

log luy| = + E* (10)
ogluy|=—E>.
g1y T X
Le diviseur de u, (défini par C-linéarité) est donné par
. L(x.2) _
divu, = — .
Uy D DR (R ¥ (11)
re(Z)* /£l

ou Py désigne I’image de la pointe infinie par I’opérateur diamant (A).

Pour démontrer le Théoréme 1.1, nous reprenons la méthode de Beilinson mais explicitons chacune de ses étapes
[5, §3.2], [6]. D apres (5), (6) et (10), il s’agit de calculer I’intégrale
E}-w; ADES,. (12)
I(N\H

La méthode de Rankin—Selberg permet d’écrire (12) en termes de la valeur en s = 2 de la convolution

o Oy () _
ZT avec oy (n) = Y _dx(d). (13)

n=1 din

On utilise seulement ensuite le caractere propre de f pour les opérateurs de Hecke, pour montrer que la série de
Dirichlet (13) admet un développement en produit eulérien. On obtient essentiellement L( f, s)L(f, x,s—1),d’ ou (8).
Un calcul direct utilisant les développements de Fourier de E% et E*_  montre que tous les symboles modérés de
{t 5, uy,} sont triviaux, c’est-a-dire {uy, uy,} € K2(X1(N)) ® C, ce qui achéve la démonstration du Théoréme 1.1.

Schappacher et Scholl ont soulevé la question suivante concernant I’image de 1’application régulateur [12, 1.1.3 (i)
et (ii)]. Notons Vy = Homgq(£2 L(X1(N)),R) I’espace d’arrivée de ry . Posons

Ky ={0*(ri(V)), 0*(vi(\N))} N K2 (X1 (V) ® Q. (14)
ou {O*(Y1(N)), O*(Y1(N))} est le sous-groupe de K>(Q(X1(N))) engendré par les symboles {u, v} avec u,v €
O*(Y1(N)). L’espace vectoriel réel Vi est-il engendré par ry (Ky) ?

Théoreme 2.2. Supposons N premier. Alors ’espace Vy est engendré par ry(Ky).

Idée de démonstration. On utilise le Théoréme 1.1 et le fait suivant, qui se démontre a 1I’aide des symboles de Manin
associés aux formes modulaires : les formes linéaires f — L(f, x, 1) engend{ent le dual de S>(I'1(N), ) lorsque N
est premier, ¥ est fixé et y parcourt les caracteres pairs mod N, avec x # 1, Y.

Remarque 1. Les résultats de Schappacher et Scholl [12, 1.1.2(iii)] entrainent que Ky est contenu dans le sous-
espace entier K2(X1(N))z ® Q, défini grice a un modele propre et régulier de X (N) sur Z. En particulier, 1’élément
{ug,uyy,} appartient 2 K»(X1(N))z ® C.

Remarque 2. Les conjectures de Beilinson prédisent que 1’application ry est injective sur K»(X1(N))z ® Q et induit
une Q-structure de Vy. Joint au Théoréme 2.2, cela entrainerait Ky = K»(X(N))z ® Q.

3. Applications aux courbes elliptiques

Soit E une courbe elliptique définie sur Q de conducteur N. D’apres les travaux de Breuil, Carayol, Conrad,
Diamond, Taylor et Wiles, nous avons L(E,s) = L(f,s) ou f est une forme parabolique primitive de poids 2 pour
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I'h(N). Posons L(E, x,s) = L(f, x,s) pour tout caractere de Dirichlet x. Appliquons le Théoreme 1.1 a f. Le
membre de droite de (8) est essentiellement un produit scalaire de Petersson et il est possible de 1’évaluer en termes
de symboles de Manin, grace a une idée de Merel [5, Théoreme 93]. Notons w(E) 1’opposé du signe de I’équation
fonctionnelle de L(E, s). Pour tout caractere de Dirichlet x mod N, pair et non trivial, posons

ny =E; -(a—S)E; —E;.(a—é)E;. (15)

Pour zg, z1 € H, notons f;o‘ I’intégrale le long d’une géodésique reliant zp a z; dans H. Pour A € Z, posons g; =

((1) _)Ll) € SL,(Z). Enfin, notons p = e/3.

Théoreme 3.1. Supposons N = p premier. Pour tout caractére x mod p, pair et non trivial, nous avons

E
L(E,2)L(E, x,1) = % 3 ey L(E. X D), (16)
x’ mod p

la somme portant sur les caracteéres x' pairs et non triviaux, et les coefficients c, y+ étant définis par

anp?

e =7(x") Y. X% / Ny (17)

re(H)* &.o

Remarque 3. (i) Les quantités ¢, ,+ sont des intégrales de la forme différentielle fermée n, le long de cycles fermés
de la courbe modulaire X (p)(C). Elles ne dépendent pas de E. Il serait intéressant de les exprimer en termes d’une
fonction dilogarithme appropriée.

(i) Nous montrons qu’il existe toujours un caractere pair x # 1 mod p tel que L(E, x,1) soit non nul
[5, Lemme 99]. Par conséquent, la formule (4) meéne a une expression pour L(E,2) en termes des valeurs tordues
L(E, x,1).

La courbe modulaire X1(N) est une courbe elliptique pour N = 11, 14, 15. Illustrons le Théoréme 1.1 avec la
courbe E = X(11), donnée par I’équation y> + y = x> — x2. Le groupe de Mordell-Weil E(Q) est fini d’ordre 3,
engendré par le point P = (0, 0). Notons Dg : E(C) — R la fonction dilogarithme elliptique [5, §3.7].

Théoreme 3.2. Nous avons les identités

10 3
L(E.2)= ;nDp(P) et Dp(2P)=>Dr(P). (18)

La seconde des identités (18), appelée relation exotique, a été conjecturée par Bloch et Grayson et démontrée par
Bertin [3]. Nous remarquons, d’apres [3], que le Théoréme 3.2 admet le corollaire suivant. La mesure de Mahler
logarithmique d’un polyndme 0 £ P € C[X1, ..., X, ] est définie [4] par

1 1
m(p)zf.../1og|p(e2iﬂu1,...,e2iﬂun)|du1...dun. (19)
0 0

Corollaire 3.3. Pour les polynomes
PX,V)=X+Y+DX+DE +D+XY et OX,Y)=Y>+(X*+2X-1)Y +X°

nous avons
77 , 55 ,
m(P)=—L(E,2)=7L"(E,0) et m(Q)=-—=L(E,2)=5L"(E,0). (20)
472 472
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