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Résumé

Soient f une fonction polynômiale en deux variables et l une forme linéaire. La courbe polaire affine de f pour la direction l est
le lieu singulier de l’application Φ = (l, f ). On considère deux résolutions à l’infini : la résolution intermédiaire Π et la résolution
totale Πtot. Notons L∞ la droite à l’infini. Dans cette Note on décrit les intersections des transformées strictes de la polaire avec
Π−1(L∞) et Π−1

tot (L∞). Pour citer cet article : D. Ivanovski, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Resolution at infinity and affine polar curves. Let f be a polynomial map of two variables and let l be a linear form. The
affine polar curve of f , for the direction l, is the singular locus of the map Φ = (l, f ). We introduce two resolutions at infinity: the
small resolution Π and the total resolution Πtot. Let L∞ be the line at infinity. The task of this Note is to determine the intersection
locus of the strict transform of the polar curve with Π−1(L∞) and Π−1

tot (L∞). To cite this article: D. Ivanovski, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soient f : C2 → C une fonction polynômiale et l : C2 → C une forme linéaire non asymptotique à f en l’infini.
Considérons l’application Φ , à valeurs dans C2, définie par Φ = (l, f ). Après choix d’axes de coordonnées, il existe
(a, b) ∈ C

2 tel que l(x, y) = ax + by. Ainsi la courbe polaire de f pour la direction l, notée Γaff, est la réunion, avec
multiplicités, des composantes irréductibles de la courbe d’équation a

∂f
∂y

− b
∂f
∂x

= 0.

Pour c ∈ C on note Fc l’adhérence de la fibre f −1(c) dans CP 2. On dira que f est à singularités isolées si aucune
des fibres Fc n’admet de composante irréductible multiple.

Lorsque f est à singularités isolées, la définition de la polaire est l’équivalent affine de la notion de courbe polaire
locale introduite par D.T. Lê [6] et B. Teissier [10]. Lorsque f n’est pas à singularités isolées, les composantes
irréductibles non réduites des fibres de f sont aussi des composantes de Γaff. En cela notre définition diffère de la
définition de polaire locale introduite par D.T. Lê [6] pour les germes à singularités non isolées.

Notons d le degré de f . On peut écrire : f (x, y) = ∑
α+β�d cαβxαyβ où cαβ ∈ C. Si (X : Y : Z) sont des coor-

données homogènes de CP 2, l’équation homogène de f est : F(X : Y : Z) = ∑
α+β=d cαβXαYβZd−α−β . Alors l’ap-
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plication rationnelle F∗ : CP 2 ��� CP 1 qui à un (X : Y : Z) associe (F (X : Y : Z) : Zd) n’est pas bien définie sur tout
CP 2. On notera L∞ la droite à l’infini de CP 2 définie par L∞ = {Z = 0}. Ainsi CP 2\L∞ peut être identifié à C

2 avec
les coordonnées (x, y). Les points d’indétermination de F∗ sont les points d’intersection de {F = 0} avec L∞. Ils sont
en nombre fini n et on notera P = {pi, i = 1, . . . , n} l’ensemble de ces points. Une compactification de f par éclate-
ments est la donnée d’une surface algébrique lisse X et d’un morphisme birationnel Π :X −→ CP 2 où Π est une suite
d’éclatements de points à partir de P tels que F∗ ◦ Π :X → CP 1 soit une fonction holomorphe. L’ensemble Π−1(P )

est appelé diviseur exceptionnel de Π . Il est bien connu que de telles compactifications existent (voir par exemple [2]).

Définitions. (1) Si Π est minimal tel que f̃∗ = F∗ ◦ Π soit bien définie, et que ∀c ∈ CP 1 les fibres f̃ −1∗ (c) ne passent
que par des points lisses du diviseur exceptionnel Π−1(P ) = E∗ on dira que Π est la résolution intermédiaire.

(2) Si Π est minimal tel que f̃∗ = F∗ ◦Π soit telle que ∀c ∈ CP 1 les fibres f̃∗
−1

(c) sont des diviseurs à croisements
normaux transverses à Π−1(P ) = E∗ on dira que Π est la résolution totale de f .

Notations. On notera Π la résolution intermédiaire de f et Πtot la résolution totale de f . De plus on notera f̃ = F∗ ◦Π

etf̃tot = F∗ ◦ Πtot. Pour obtenir des résultats globaux à l’infini on utilisera les diviseurs suivants : E = Π−1(L∞) et
Etot = Π−1

tot (L∞).
Soit Γ = Γaff i.e. Γ est la compactifiée dans CP 2 de la courbe Γaff. On dira que Γ est la polaire de f pour la

direction l, ou, si aucune confusion n’est possible, la courbe polaire de f . Pour obtenir Γ à partir de Γaff, on lui
adjoint ses points à l’infini.

On notera Γ̃ = Π−1(Γ \P) i.e. Γ̃ est l’adhérence dans X de Π−1(Γ \P). Par définition Γ̃ est la transformée stricte

de Γ par Π . De même Γ̃tot = Π−1
tot (Γ \P) est la transformée stricte de Γ par Πtot. On notera aussi L∞ la transformée

stricte de L∞ par Π et Πtot.
Nous allons étudier « où passe la polaire » dans la résolution intermédiaire et la résolution totale. À notre connais-

sance l’étude de la polaire affine dans les résolutions à l’infini n’a jamais été effectuée. Mais les invariants polaires de
la situation ont été décrits dans le cadre plus général des quotients jacobiens à l’infini dans [1].

Chaque composante irréductible de E et Etot appartient à une seule des 4 catégories suivantes qui seront définies
précisément dans la suite :

(I) L∞, (II) le diviseur dicritique Ddic, (III) le diviseur critique Dcrit, (IV) le diviseur à l’infini D∞.
Un premier théorème détermine les intersections avec L∞. Dans un deuxième paragraphe on donne une caracté-

risation des intersections avec les composantes dicritiques de la résolution intermédiaire (Théorème 2) et on obtient
en particulier (Théorème 3) que Γ̃tot n’intersecte pas les dicritiques de la résolution totale dans le cas où f est à sin-
gularités isolées. Ensuite il ne reste plus qu’à regarder les composantes irréductibles des diviseurs exceptionnels sur
lesquelles f̃ (resp. f̃tot) est constante (la constante étant finie ou infinie). Enfin, on illustrera le tout sur un exemple.

Remarque. Cette Note constitue une annonce de résultats et toutes les démonstrations se trouvent dans [5].

2. Intersection avec L∞

Théorème 1. (1) Soit pi un point dans P . Alors pi ∈ Γ ∩ L∞ si et seulement si la multiplicité d’intersection (ou
l’indice d’intersection) en pi de L∞ avec {F = 0} est supérieure ou égale à 2.

(2) Rappelons que P est de cardinal n. La multiplicité d’intersection de Γ avec L∞\P est (n − 1). De plus, si la
direction l est assez générale, Γ est lisse et transverse à L∞ en ses (n − 1) points d’intersection avec L∞\P .

3. Intersection avec les composantes dicritiques

Le diviseur dicritique, Ddic, de Π est la réunion des composantes irréductibles Ei de E sur lesquelles f̃ est non
constante i.e. f̃ (Ei) = CP 1. De même, le diviseur dicritique de Πtot noté Dtot

dic, est la réunion des composantes
irréductibles Ei de Etot sur lesquelles f̃tot est non constante i.e. f̃tot(Ei) = CP 1.

Notons Ḋdic l’ensemble des points lisses de Ddic dans E.
On a obtenu les résultats suivants :
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Théorème 2. La transformée stricte Γ̃ intersecte Ddic aux points de ramification de f̃ sur Ḋdic.

Si p ∈ f̃ −1
tot (c) ∩ Dtot

dic on note F red
c,p la réduite de f̃ −1

tot (c) en p. On note T l’ensemble des points p de Dtot
dic tels que

f̃ −1
tot (c) soit non réduite en p et sa réduite F red

c,p soit lisse et transverse à Dtot
dic en p.

Théorème 3. Si on note Γ̃tot la transformée stricte de Γ par Πtot nous avons :
(1) Si f est à singularités isolées alors Γ̃tot ∩ Dtot

dic = ∅.
(2) Si f admet des fibres avec des composantes irréductibles multiples alors Γ̃tot ∩ Dtot

dic = T .

4. Intersection avec les composantes critiques

Le diviseur critique, Dcrit, de Π est la réunion des composantes irréductibles Ei de E pour lesquelles il existe
c ∈ C tel que f̃ (Ei) = c.

Le diviseur critique, Dtot
crit, de Πtot est la réunion des composantes irréductibles Ei de Etot pour lesquelles il existe

c ∈ C tel que f̃tot(Ei) = c.
Il est connu depuis Thom que pour une fonction polynômiale à deux variables il existe un ensemble fini B ⊂ C tel

que l’application f : C2 \f −1(B) → C\B soit une fibration localement triviale. On appelle valeurs irrégulières affines
les éléments de l’ensemble Baff = {f (x, y) | gradf (x, y) = 0}. Il est clair que Baff ⊂ B . L’exemple de Broughton pour
le polynôme f (x, y) = x(xy + 1) montre que l’inclusion peut être stricte.

Définition. On dit que c ∈ C est une valeur régulière à l’infini pour f s’il existe R ∈ R suffisamment grand et η ∈ R+
suffisamment petit tels que f :f −1(D2

η(c)) ∩ (C2 \ B4
R) → D2

η(c) soit une fibration localement triviale, où D2
η(c)

désigne le disque fermé dans C de rayon η et de centre c, et B4
R est la boule ouverte dans C

2 de rayon R et de
centre 0C2 . Une valeur est irrégulière à l’infini si elle n’est pas régulière à l’infini. On note B∞ l’ensemble des valeurs
irrégulières à l’infini et on a :

Théorème (Ha–Lê).

B = Baff ∪ B∞.

Il est montré par ailleurs (voir [4]) que B∞ = {cj ∈ C tels qu’il existe au moins une composante irréductible Ei de
Etot telle que f̃tot(Ei) = cj } ∪ f̃tot(T ). Voir aussi [3].

Ceci implique que Dtot
crit = ⊔

cj ∈B∞ Dtot
cj

et Dcrit = ⊔
cj ∈B∞ Dcj

où Dtot
cj

= f̃ −1
tot (cj ) ∩ (Etot \ Dtot

dic) (resp. Dcj
=

f̃ −1(cj ) ∩ (E \ Ddic)).

Définitions. On appelle arbre de résolution de Πtot (respectivement Π ) le graphe dual de résolution (voir [2] chap. III)
obtenu de la façon suivante : Chaque composante irréductible de Etot (respectivement E) correspond à un sommet et
deux sommets sont reliés par une arête si et seulement si les composantes irréductibles correspondantes s’intersectent.
On indice par #i le sommet de l’arbre qui représente Ei et par #∞ le sommet correspondant à L∞. On choisit une
valeur régulière à l’infini c ∈ B \ B∞. Un sommet #i est muni d’autant de flèches de couleur c(j) qu’il y a de points
d’intersection entre Ei et f̃ −1

tot (cj ) (resp. f̃ −1(cj )) si cj ∈ B∞ et de même avec une couleur noire pour c ∈ B\B∞. La
totalité du graphe et des flèches constitue en fait un arbre que l’on appelle arbre de résolution de Πtot (resp. Π ) et est
noté A(Πtot) (resp. A(Π )). Plus généralement, si D est un diviseur connexe son graphe dual est noté A(D).

On appelle géodésique le chemin le plus court reliant le sommet #∞ à une flèche dans l’arbre de résolution. Notons
Gtot (resp. G) la réunion de toutes ces géodésiques de l’arbre de résolution A(Πtot) (resp. A(Π )).

Définitions. (1) On appelle branche morte de A(Πtot) (resp. A(Π )) n’importe quelle composante connexe du graphe
A(Πtot)\Gtot (resp. A(Π ) \G).

(2) La valence d’un sommet est le nombre d’arêtes et de flèches qui le rencontrent. On dit qu’un sommet est de
rupture si sa valence est strictement supérieure à 2.

(3) La zone de rupture associée à #i est constituée de la réunion de Ei avec les composantes de E (resp. Etot)
représentées par les sommets des branches mortes s’accrochant à #i. Voir également [8].
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Concernant l’étude de Dcrit ∩ Γ̃ et Dtot
crit ∩ Γ̃tot nous obtenons :

Théorème 4. Chaque composante connexe de Dcrit rencontre Γ̃ .

Les Théorèmes 1, 2 et 4 impliquent le corollaire suivant :

Corollaire 1. On a l’assertion suivante :
Si n > 1 alors f̃ (Γ̃ ∩ E) = {∞} ∪ B∞ et si n = 1 alors B∞ ⊂ f̃ (Γ̃ ∩ E) ⊂ {∞} ∪ B∞.

Théorème 5. La transformée stricte Γ̃tot intersecte chaque zone de rupture de Dtot
crit.

Les preuves des Théorèmes 4 et 5 utilisent en particulier les résultats obtenus pour les polaires locales ([7] ou [9]).

5. Intersection avec le diviseur à l’infini

Le diviseur D∞ est la réunion des composantes irréductibles Ei de E telles que f̃ (Ei) = ∞.
Pour obtenir la résolution totale, on n’éclate aucun point de D∞. Donc dans cette section il suffit de consi-

dérer la résolution Π . Pour chaque pi ∈ P on considére le diviseur D∞(pi) = D∞ ∩ Π−1(pi). Ainsi D∞ =⊔
pi∈P D∞(pi) ∪ L∞.

Théorème 6. La transformée stricte Γ̃ intersecte chaque zone de rupture de D∞(pi) et ceci pour tout pi ∈ P .

Example. Considérons le polynôme f (x, y) = x(y2x5 − x2y − x3y + 1). Les points à l’infini de f sont p1 =
(0 : 1 : 0) et p2 = (1 : 0 : 0). Soit l(x, y) = x − y. La polaire affine Γaff associée à f pour la direction l est la courbe
{ ∂f
∂x

+ ∂f
∂y

= 0}. Les points à l’infini de Γaff sont p1,p2 et p3 = (−3 : 1 : 0). Ceci illustre le Théorème 1. Ensuite, pour

avoir la résolution intermédiaire, nous faisons les éclatements aux points p1 et p2. On remarque que Γ̃ intersecte D∞
en la composante irréductible correspondant à l’unique sommet de rupture incombant à D∞(p2). Compte tenu de la
remarque de la Section IV, on aura le même résultat pour Γ̃tot.

La restriction de f̃ à Ddic possède un seul point de ramification p sur le dicritique issu d’éclatements en p1. Alors,
Γ̃ intersecte Ddic en p conformément au Théorème 2. D’autre part, Dcrit a une seule composante connexe D0 et
A(D0) est un bambou. On vérifie que Γ̃ intersecte D0 et on constate que B∞ = {0,− 1

4 }. Ceci illustre le Corollaire 1.
Lorsqu’on effectue la résolution totale, Γ̃tot n’intersecte plus Ddic (voir Théorème 3), mais intersecte les compo-

santes critiques Dtot
0 et Dtot

−1/4 qui ont chacune un seul sommet de rupture.
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