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Résumé

On considere I’équation des ondes homogene posée sur £2 C R2 et w C £2. On désigne par v, le contrdle distribué de norme
Lz(w x (0, T)) minimale obtenu par la méthode HUM et stabilisant le systeéme a ’instant 7 > (. Cette Note adresse la question
de la position optimale du support @ miniminisant J : @ — ||va,||L2(wX(0’T)). Supposant w € cl1(£2), on exprime la dérivée de
forme de J en terme d’une intégrale curviligne sur dw (indépendamment de toute solution adjointe) permettant de mettre en place
un algorithme de gradient. Une application numérique est donnée. Pour citer cet article : A. Miinch, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1
343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Optimal design of the support of the control for the 2D wave equation. We consider the wave equation defined on £2 C R2
and o C £2. We designate by v, the distributed control of minimal L2(w x (0, T)) norm obtained with the Hilbert Uniqueness
Method which stabilizes the system at time 7" > 0. This Note addresses the question of the optimal position of @ in order to
minimize J:w — vyl L2(wx(0.T))" Assuming w € C L1(2), we express the shape derivative of J as a curvilinear integral on
dw (independently of any adjoint solution) leading to a descent algorithm. A numerical application is given. To cite this article:
A. Miinch, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us consider a bounded Lipschitz domain £2 C R?, two functions (y°, y!) € H] (£2) x L*(2) and areal T > 0.
In the context of the exact distributed controllability, one may determine a subset w of positive Lebesgue measure
for which the following property holds (see [7]): there exists a control function v, € L?*(w x (0, T)) such that the
unique solution y € C([0, T1; Hy (£22)) N C'([0, T1; L?(£2)) of (1) satisfies (2). X, € L%°(£2, {0, 1}) designates the
characteristic function of w. We introduce the set V ( yo, yl, T) (3) which contains in particular £2. Moreover, we recall
that for 7' large enough, any w satisfying the geometrical control condition in £2 (see [3]) belongs to V (7, y!, T).
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We address in this Note the problem (P,,) (4) which consists in finding the optimal position of w € V ( yO, yl, T)in
order to minimize the L2-norm of the corresponding control. The multiplier A is introduced in order to control the area
of w. The optimal shape design problem (P,,) is well-posed if we assume for instance the regularity w € C'1(£2) [5].
In this respect, w being fixed in V(yo, yl , T), we recall that the control v,, of minimal L2(0, T)-norm may be obtained
by the duality method HUM [7] which consists first, in introducing the isomorphism A from L2(£2) x H~1(£2) onto
H}(£2) x L*(2) defined by A(¢°, ¢') = (¥:(0), —¥(0)) and (5), and then, in solving the linear system (6). The
HUM control of minimal L?-norm is then given by v, = —$X,, on £2 x (0, T). Consequently, (P,,) is reduced to find
the optimal HUM control with respect to w.

Introducing a field @ € (W1%°(£2, R?))?, such that 0152 =0, and a perturbation of domain w" = (I 4+ 70)(®),
where 1 denotes an arbitrarily small parameter so that " C §2 and det(/ +7nV#) > 0 in £2, one may compute the first
lagrangian derivative of J, with respect to w defined as
3y (@) . (") = Jh(w)

-0 =lim ———.

dw n—0 n

Precisely, for T > 0, if (y°,y!) € (H?(£2) N H}(2)) x Hi(2) and © € C1(2) N V(3°, y!, T), then this limit
exists and is function of V,, € L%(£2 x (0, T)), the HUM control for the wave equation (8) (see Theorem 2.1). The
couple (Y, V,,) appears to be the first Lagrangian derivative of (y, v,). Moreover, as well-known, the shape derivative
depends only on the normal component of # on dw. We obtain the curvilinear expression (9) (see Theorem 2.2) which
may be obtained from (7) after integrations by part. Actually, the Cea’s method [4] permits to obtain simply the result
by introducing the Lagrangian (10) and then writing the optimality conditions. Remarkably, the curvilinear expression
is independent of any adjoint solution. This is due to the minimal L2-norm property of the HUM control v,,. From
(9), we deduce that the inclusion w; C w; implies that Jo(w;) < Jo(w1). In particular, for A = 0, the optimal domain
isw=12.

Expression (9) shows that the field

T

0 =—<—1/2fv3,(x,t)dr+)\>v

0

on dw is a descent direction and permits to generate a sequence of domains decreasing for J,. We present a numerical
simulation in the framework of the level set approach [1] for the initial condition (18) defined on £2 = (0, 1)2. The
multiplier A is chosen so that || Xy || ,1(e) = 1/10. Fig. 1 displays the optimal design w for T =1 (left) and 7 =3
(right) highlighting the influence of the data on the optimal support. For T = 1, we obtain Jo(w) =~ 13.42 while for
T = 3, we obtain Jy(w) ~ 4.95.

1. Position du probleme d’optimisation de forme

Soit £2 un domaine borné et lipschitzien de RZ, (0, yhH € H(} (£2) x L*(£2) et T un réel positif. Dans le cadre
de la contrdlabilité exacte de 1’équation des ondes 2D, il existe un ensemble de sous-domaines w non vides de 2
pour lequel la propriété suivante a lieu [7] : il existe un contrble v, € L*(w x (0,T)) tel que 'unique solution
y€C([0,T]; H}(£2)) N C'([0, T]; L*(£2)) de

Vit — Ay = v, X, £2x(0,7),
y=0, 982 x (0, T), 0
(v 0,3 0) = (. y), £,
satisfait
y(-,T)=y(,T)=0, dansS2. ?)

X, € L™°(£2, {0, 1}) désigne la fonction indicatrice de w. On définit cet ensemble de sous-domaines par
V(yo, v, T) = {w C £2 tel que (2) a lieu} 3)

qui contient en particulier §2. Par ailleurs, si T est suffisamment grand, tout domaine w satisfaisant la condition de
contrdle géométrique (voir [3]) appartient a V (y°, y!, T).
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Cette Note aborde le probléme suivant :

(Pw): wCV(in'gyl,T) J(w) avec Jy(w) = %vallé((o’nxm + Al Xl L1 (2 4
qui revient a chercher le support  dans V (y°, y!, T') qui minimise la norme L? du contréle v,, associé. A désigne
un multiplicateur de Lagrange positif introduit afin de contrdler I’aire de w. Le probleme (P,) est bien posé si I’on
suppose par exemple que w € C11(£2) [5]. Dans cette optique, rappelons que w € V (y°, y!, T) étant fixé, le controle
Ve de norme L2(0, T)-minimale peut étre déterminé par la méthode de dualit¢é HUM [7], qui consiste a introduire
I'isomorphisme A de L?(£2) x H~1(£2) dans Hj (£2) x L*(£2) défini par A(¢°, ') := (¢,(0), —(0)) avec

¢II_A¢:0’ Q X (03 T)v wll_Al//:_d)Xa)v “Q X (O’ T)s
¢ =0, 082 x (0, 7), Y =0, 082 x (0, 7), 5)
(6,00, ¢:(.0) = (¢°0"), £, (V. T).9:(. 7)) =(0,0), £,
puis a résoudre le probléme linéaire
A(@%0") = ("' —") dans 2. 6)
Le controle est alors donné par v, = —¢X,, sur £2 x (0, T). (P,) revient ainsi a chercher le contrdle de norme

L*(w x (0, T))-minimale parmi tous les HUM-contr6les.
2. Dérivée de forme premiere de J)

Afin d’obtenir la variation de J) vis-a-vis de w, on introduit un champ de vecteur 0 € whoo(2, R?) tel que
0|52 = 0, un parametre n > 0 et la perturbation reguliere w” = (I 4+ n)(w) [5]. n est arbitrairement petit de facon a
ce que w' C §2 et det(I +7nV@) > 0 sur £2. La variation premiere de J) selon @ est alors défini par :

aJy () 0= 1 J(@") = T (@)
. = |m ———-—-—-.
Jw n—0 n

Un premier calcul conduit au résultat suivant :

Théoréme 2.1. Soit T > 0 et (y°, y!) € (H?(2) N H} (22)) x Hy (). Si w € V(3°, !, T) est de classe C'1(2)
alors la dérivée lagrangienne de J) selon 0 existe et est donnée par :

00(@)

Jw

T
1
0:E//(vaVw—i—vZ)divﬁP)dtdx+A/div0dx ©)

w () [0)
on V,, est le contréle de norme L*((0, T) x w) minimale associé au systéme suivant :

Yir — AY — V(div8) - Vy + div((V0 + V8T) - Vy) =V, X,, 2 x(0,T),
Y =0, 32 x (0,7), (8)
(Y(-,0),Y,(,0) = (Vy°-0,Vy'-0), 2,

telque Y(-,T)=Y;(-,T) =0 dans 2.

Le couple (Y, V,,) est la dérivée lagrangienne premiere de (y, vy,) solution de (1). Un second calcul montre que la
dérivée ne dépend que la composante normale de @ sur dw :

Théoreme 2.2. Soit v le vecteur normal unitaire sortant a w. Sous les conditions du Théoréme 2.1, la dérivée de
forme prend I’expression curviligne suivante :

T
aJ. 1
»(@) .0=—§/fvf,(x,t)dr0.vda+A/0-vdo. )
dw

dw
w0
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Preuve. L’expression (9) s’obtient a partir de (7) et intégrations par partie en x et ¢. Plus simplement, suivant [4], on
introduit le lagrangien suivant :

L@, ¢, V,p,q) =~ //¢2dtdx //¢pdtdx+/¢> dx+f/V¢ Vpdrdx
w 0
T T
//qu /wq]oder//w Vgdtdx + /q_bcjdtdx (10)
w0

220
pour tout
we (),
v, peC([0,T]; H*(£2) N Hy($2)) N C' ([0, T1; Hy (2)),
¢,G€C(10,TT]; Hy(2)) N C'([0, TT; L*(£2)).

L est choisi de facon a ce que les conditions d’optimalités

oL - oL -
<F(w,¢aw,ﬁ7Q),P>:O et <__(0)9¢’,1//’P7Q)’CI>=
p dgq

pour tout p, g conduisent respectivement aux formulations faibles associées a ¢ et ¥ solutions de (5). Par la compo-
sition des dérivées, il vient alors

- - d ] - - ___ 0
L= 0.6.7.5.9-0 < L b i 2 o> < -£(w,¢>,w,p,q>,—“’~o>
3¢ LY do
s 0p é
ou % - @ désigne la dérivée de p selon 6. Les variables q_S, ¥, p et ¢ étant indépendantes de w, le premier terme dans
(11) est

T T
%L@,é,&,ﬁ,g)((}): %f/div(cﬁzo)dtdx+//div(q3130)dtdx. (12)

Par ailleurs, par définition de £, les quatrieme et cinquieme termes sont nuls pour (q_b, 1}) = (¢, ¥) solution de (5).
Déterminons alors les fonctions adjointes p et g afin que

<8¢£(w bV, D, ), —¢ 0> <Wﬁ(w ¢V, D, q), 10 0)> VY. 13)

L’interprétation de (13) implique que g est I’'unique solution dans C ([0, T']; H(} (£2)NC(0,T): L*(2)) (la régula-
rité de ¢) du probleme

‘Itt_Aq=O’ Q X (O’ T)v Prt_AP=_(¢+¢I)Xw, Q X (Oa T)7
q=0, 02 x (0,7), p=0, 02 x (0,7), (14)
(g¢0),4:(.0) =(¢%q"), £, (PC.T), pi (-, T)) =(0,0), £,

ol (¢°, ¢") € H}(£2) x L*(£2) est telle que la solution de
peC(0,T1; H*(£2) N Hy (2)) N C([0, T1; Hy (£2))
satisfait
(P, 0), pi(-,0)) = (0,0) € (H*(2) N Hy (£2)) x Hy (£2)!

De facon équivalente, la fonction F' = ¢ + ¢ satisfait la formulation
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F; — AF =0, £2x(0,1),

F =0, 02 x (0, 7),

(F(,0), F(-.0)= (" +¢° ¢' +41)., £,

pi—Ap=—FX,, 2 % (0,7), (15)
p=0, 02 x (0, 7),

(pC. D), pi(-, 7)) =(0,0), 2,

ot (90 + ¢, ¢! + ¢!) est telle que (p(-,0), ps(-,0)) = (0, 0) dans £2. La restriction — F X, apparait ainsi comme le
contrdle de norme L?(w x (0, T')) minimale (de fagon similaire 2 —¢ X, pour y et en utilisant que (15) est réversible
en temps) qui stabilise au temps 7T la solution p partant de 1’état initial (0, 0). Naturellement ce contrdle existe et est
identiquement égal a zéro impliquant que ¢ = —¢ sur w (puis sur §2 tout entier en utilisant 1’inégalité d’observabilité
sous jacente au probléme si w € V(yo, yl, T)). Enfin, en écrivant que Jo(w) = L(w, ¢, ¥, p, q), on déduit de (12),

30Jo(w)
Jw

T
0= iE(a), o, v, p,q)-0= —l // div(¢?0) dr dx (16)
ow 2
0

puis la relation (9). O
Remarque 1.

— Il résulte de I’expression (9) que I’inclusion w; C wy C §2 entraine Jo(wz) < Jo(w1). En particulier, pour A =0,
la solution optimale correspond a w = £2. Rappelons que Jy est également une fonction décroissante de T [2].

— De fagon remarquable, I’expression curviligne de la dérivée ne fait intervenir aucune solution de probleme adjoint.
Cela est dii a la propriété de norme L?(0, T)-minimale du HUM contrdle v,.

3. Application numérique

Selon la relation (9), le champ 8 = —(—1/2 fOT vi(x, t)dt + A)v sur 952 est une direction de descente permettant
de construire par un algorithme de gradient une suite de domaines minimisante pour J,. D un point de vue pratique,
il est essentiel de remarquer que si w € V(0 y!, 1), alors 0" € V(y°, y!, T) puisque J (") < J) (w) < co. D’un
point de vue numérique, la difficulté réside dans la résolution du systéme linéaire (6). En effet, les schémas d’approxi-
mations usuels consistants et stables pour (5) conduisent a une matrice A, — approximation de 1’opérateur HUM A
— de conditionnement de I’ordre de exp(1/h) ou h désigne le parametre d’approximation en espace (voir [6,11]),
conduisant a une divergence de 1’algorithme de gradient conjugué utilisé pour résoudre (6). Une approximation uni-
forme du contréle v, est obtenu en remplacant (au niveau de I’approximation numérique) la premiere équation de (1)
par

h? h?
<I+18§) <I+Z3y2>yn—Ay=vwa dans £2 x (0, T), a7

conduisant & un conditionnement de A;, de I’ordre de 22 (voir [8,9]). Présentons une simulation numérique obtenue
dans le cadre de la méthode des lignes de niveau [1] permettant de s’affranchir du remaillage a chaque iteration. Sur
2 = (0, 1)2, soit la condition initiale suivante :

yO(x) — e—loo(xl—0,3)2—100(X2—0,3)2XQ’ yl(x) — 07 x = (xl’ .X2) c Q (18)

Le multiplicateur A est déterminé de fagon a ce que || Xy || 1y = 1/10. La Fig. 1 représente la forme et la position
optimale de w pour T =1 (gauche) et T = 3 (droite). Pour 7' = 1, on obtient Jo(w) & 13,42 tandis que 7 = 3, on
obtient Jo(w) ~ 4,95. Le support optimal dépend naturellement du couple (y°, y!) ainsi que de la valeur de T'. Pour
de grande valeur de T (T =~ 3) (vis-a-vis du diametre de £2), le support est distribué principalement sur la premiere
diagonale du carré unité. Pour des valeurs intermédiaire 7" = 1, le support optimal est plus réparti sur £2 de fagcon a
contrdler les paquets d’ondes qui n’ont pas le temps de re-traverser la diagonale. Enfin, pour les faibles valeurs de T’
(T < 1/2), le support est concentré autour du point (0,3; 0,3), lieu de concentration de la donnée yo. Remarquons
que les formes optimales obtenues ne vérifient pas la condition de contrdle géométrique. Enfin, au prix d’une norme
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Fig. 1. Forme et position optimal w pour 7' =1 (gauche) et T = 3 (droite).
Fig. 1. Optimal design w for T =1 (left) and 7T = 3 (right).

lve 2 importante, la méthode permet d’obtenir le support @ optimal pour J, de mesure || Xyl 11 () arbitrairement
petite et contrdlant (1) en un temps 7' > 0 arbitrairement petit. Dans ce cas, @ est composé d’un nombre important de
composantes disjointes réparties sur §2 et de distance entre elles de I’ordre de T' (voir [10]).

Le cas de la contrdlabilité frontiere se traite de fagon similaire.
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