
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006) 853–858
http://france.elsevier.com/direct/CRASS1/

Équations aux dérivées partielles

Stabilisation d’ondes électromagnétiques dans un domaine
extérieur 2D

Ammar Moulahi

Département de mathématiques, faculté des sciences de Monastir, 5019 Monastir, Tunisie

Reçu le 15 novembre 2005 ; accepté après révision le 14 mars 2006

Disponible sur Internet le 18 avril 2006

Présenté par Gilles Lebeau

Résumé

On étudie le problème de stabilisation frontière des équations de Maxwell à l’extérieur d’un obstacle borné avec condition de
Silver-Müller au bord en dimension deux. En étudiant l’équation des ondes amorties de type Neumann au bord et sous la condition
de contrôle géométrique extérieur, on déduit le comportement des solutions en temps grand. Pour citer cet article : A. Moulahi,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Stabilization of electromagnetics waves on an exterior bounded obstacle 2D. We consider the stabilization of Maxwell
equations in two dimensional on the exterior of an arbitrary bounded obstacle. Using some results concerning of wave equations
with Neumann boundary condition in the exterior domain. We deduce under the ‘exterior geometric control condition’ the behavior
of the solution for large time. To cite this article: A. Moulahi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In this Note, our objective is to study the stabilization of Maxwell equations using the results recently established
in [1,3,4,7] and [6], concerning the wave equations. For that purpose, we apply certain technics inspired from those
developed in [7]. These technics are closely linked to the propagation defect measure theorem [5].

Let Ω ⊂ R
2 be the complement of the closure of a bounded domain with smooth boundary ∂Ω . If we assume that

({α(x) > 0} ∩ ∂Ω,T ) satisfies the ‘exterior geometric control’, see [7], then for all (e0, h0) in a suitable space having
compact support, there exists c > 0 such that the solution (e,h) of the following problem:{

∂t e = Rot(μh), ∂th = − rot(εe), div e = 0 on Ω × (0,+∞),

ν ∧ e − α(x)h = 0 in ∂Ω × (0,+∞) = 0, e(·,0) = e0, h(·,0) = h0 on Ω,
(1)

verifies the energy estimation
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ER(e,h)(t) � c

t
E(e,h)(0),

where ER(e,h)(t) = ∫
ΩR

ε|∂t e|2 + μ|∂th|2 and E(e,h)(t) = ∫
Ω

ε|∂t e(·, t)|2 + μ|∂th(·, t)|2 dx.
Moreover, we study the interior stabilization for the Maxwell equations and prove a similar result for the boundary

stabilization problem.

1. Présentation du problème

Soient O un ouvert borné de R
2, à bord régulier ∂O et α(x) ∈ C∞ (∂O,R+). Soit Ω = R

2 \ �O, est occupé par un
champ électromagnétique (e,h) avec une permittivité éléctrique ε et une perméabilité μ. On considère le système de
Maxwell suivant :{

∂t e = Rot(μh), ∂th = − rot(εe), div e = 0 dans Ω × (0,+∞),

ν ∧ e − α(x)h = 0 sur ∂Ω × (0,+∞) = 0, e(·,0) = e0, h(·,0) = h0 dans Ω,
(2)

où ν(x) le vecteur normal unitaire sortant de ∂Ω , e ∧ ν = e.τ , τ est le vecteur tangentiel unitaire, rot e = ∂xe2 − ∂ye1,
Roth = (∂yh,−∂xh), μ et ε sont des fonctions à valeurs dans R+. Soit Mα(u, v) = (Rotμv,− rot εu) l’opérateur non
borné sur l’espace de Hilbert L(Ω) = (L2(Ω))2 ×L2(Ω) muni de la norme ‖(f, g)‖2 = ‖√εf ‖2

L2(Ω)
+‖√μg‖2

L2(Ω)

de domaine D(Mα), défini comme suit

D(Mα) = {
(f, g) | (Rotμg,− rot εf ) ∈ L(Ω);ν ∧ f (x) + α(x)g(x) = 0 sur ∂Ω

}
.

On rappelle que l’opérateur Mα est dissipatif ainsi que son adjoint M∗
α . Alors, l’opérateur Mα engendre un semi

groupe de contraction de classe C0, unitaire pour α ≡ 0. Soit M = {v ∈ D(Mα); M∗
αv = 0}, et soit M1 = M⊥

L. Le
noyau de M∗

α est non vide, puisque il contient (ε−1∇ϕ,0) tel que ν ∧ ϕ = 0. On a le résultat de régularité suivant :

∀(e0, f0) ∈M1 ∩ D(Mα) ; ∃!(e,h) ∈ C0(]0,+∞[,M1 ∩ D(Mα)
) ∩ (]0,+∞[,L)

solution de (2).

Soit R > 0 tel que �O ⊂ BR = {x ∈ R
2 | ‖x‖ < R}, on pose ΩR = Ω ∩ BR . Pour u = (e,h) solution de (2), en posant

ER(u)(t) l’énergie locale concentrée dans le domaine ΩR à l’instant t donnée par

ER(u)(t) = 1

2

∫
ΩR

ε|∂t e|2 + μ|∂th|2 dx.

On suppose que ω1 = {α(x) > 0} vérifie la condition de contrôle géométrique extérieur (C.G.E.) au-dessus de BR , i.e.
il existe T > 0 tel que pour tout rayon bicaractéristique généralisé γ issu d’un point de T ∗(ΩR × R+) vérifie l’une
des deux conditions suivantes :

– γ quitte ΩR × R+ avant l’instant T ,
– γ rencontre la zone ω1 × R+ en un point non diffractif entre les instants 0 et T .

De plus on suppose que ∂Ω n’a pas de contact d’ordre infini avec ses tangentes. Par un argument de propagation des
mesures de défaut microlocales, on démontre le résultat suivant :

Théorème 1.1. Supposons que 0 < c1 � ε(x),μ(x) � c2, ε,μ ∈ C2(Ω) et ε ≡ μ ≡ 1 pour ‖x‖ suffisamment grand.
Alors il existe C > 0 tel que pour tout (e0, h0) ∈ {rot εe0 ∈ L2(Ω);Rotμh0 ∈ (L2(Ω))2 div e0 = 0 dans Ω et ν ∧e0 −
α(x)h0 = 0 sur ∂Ω}, à support dans BR , la solution du problème (2) de donnée initiale (e0, h0) vérifie l’inégalité

ER(u)(t) � C

t
E(u)(0).

Le second problème de stabilisation étudié est :{
∂t e = Rot(μh), ∂th = − rot(εe) − σ(x)h, div e = 0 dans Ω × (0,+∞),

ν ∧ e = 0 sur ∂Ω × (0,+∞) = 0, e(·,0) = e0, h(·,0) = h0 dans Ω,
(3)

où σ ∈ C(Ω;R+) à support compact. On montre à l’aide de la propagation des mesures de défaut microlocales, le
résultat suivant :
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Théorème 1.2. Supposons que 0 < c1 � ε(x),μ(x) � c2, ε,μ ∈ C2(Ω) et ε ≡ μ ≡ 1 pour ‖x‖ suffisamment grand,
ω2 = {σ > 0} vérifie la condition de (C.G.E.) au-dessus de BR . Alors il existe C > 0 tel que pour tout (e0, h0) ∈
{rot εe0 ∈ L2(Ω);Rotμh0 ∈ (L2(Ω))2 div e0 = 0 dans Ω et ν ∧ e0 = 0 sur ∂Ω}, à support dans BR , la solution du
problème (3) de donnée initiale (e0, h0) vérifie l’inégalité

ER(u)(t) � C

t
E(u)(0).

2. Schéma de la preuve du Théorème 1.1

Soit (e,h) solution du système (2), on obtient ainsi que le champ magnétique h est solution du système hyperbo-
lique {

∂2
t h + rot ε Rotμh = 0 dans Ω × (0,+∞), ∂νμh + α(x)∂th = 0 sur ∂Ω × (0,+∞),

h(·,0) = h0, ∂th(·,0) = − rot εe0 dans Ω
(1)h

et, le champ éléctrique e est solution du système{
∂2
t e + Rotμ rot εe = 0, div e = 0 dans Ω × (0,+∞),

∂t e ∧ ν + α(x) rot εe = 0 sur ∂Ω × (0,+∞), e(·,0) = e0, ∂t e(·,0) = Rotμh0 dans Ω.
(1)e

Soit h solution du système (1)h dont les conditions initiales vérifiant dive0 = 0 et ν ∧ e0 − α(x)h0 = 0, on considère
e solution du problème de Cauchy suivant :

∂t e = Rotμh, e(·,0) = e0.

On obtient que e et h sont respectivement solutions de (1)e et (1)h. Avec des outils classiques d’équations différen-
tielles ordinaires, on prouve que (e,h) est une solution de (2). Donc, l’étude du comportement asymptotique en temps
grand de l’énergie locale de (2) se déduit de celle du problème (1)h.

Pour simplifier, on prend ε ≡ μ ≡ 1. On considère donc le problème suivant :{
(∂2

t − �)u = 0 dans Ω × R+, ∂νu + α(x)∂tu = 0 sur ∂Ω × R+,

u(·,0) = f1, ∂tu(·,0) = f2 dans Ω,
(4)

où Ω = Rd \O, d étant un entier pair et (f1, f2) = f ∈ H = H̃ 1(Ω)×L2(Ω) le complété de C∞
0 ( �Ω)2 pour la norme

‖f ‖2 = ∫
Ω

|∇f1(x)|2 + |f2(x)|2 dx. Pour u(x, t) solution de (4), on note

E(u)(t) = 1

2

∫
Ω

(∣∣∂tu(·, t)∣∣2 + ∣∣∇xu(·, t)∣∣2)dx.

Soit Aα(u, v) = (v,�u) défini sur l’espace de Hilbert H , de domaine

D(Aα) = {
f = (f1, f2) ∈ H tel que (f2,�f1) ∈ H et ∂νf1 + α(x)f2 = 0 sur ∂Ω

}
.

Le problème se réecrit donc sous la forme ∂tUα(t)f = AUα(t)f où Uα(t)f = (u, ∂tu) et qui est équivalent au pro-
blème (4).

L’opérateur Aα est maximal dissipatif, voir par exemple [1]. Pour U0 ∈ D(Aα), on note U(t, x) = (u, ∂tu) =
etAαU0. Soit U solution du problème d’évolution suivant :

(∂t − Aα)U = 0 dans Ω × R, U|t=0 = U0 ∈ D(Aα).

Soit uα(t)f le propagateur des ondes c’est à dire uα(t)f est égale à la première composante de etAα (0, f ) où f est
telle que (0, f ) ∈ D(Aα). Alors uα(t)f vérifie l’équation suivante{

(∂2
t − �)uα(t)f = 0 dans Ω × R+, ∂νuα(t)f + α(x)∂tuα(t)f = 0 sur ∂Ω × R+,

uα(0)f = 0, ∂tuα(0)f = f ∈ {
f ∈ C∞

0 ( �Ω), f ≡ 0 sur ∂Ω ∩ suppα
}
.

(5)

L’opérateur Rα(λ) est défini par la relation

Rα(λ)f =
+∞∫

e−iλtuα(t)f dt pour λ ∈ {
λ ∈ C; Im(λ) < 0

}
. (6)
0
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Comme Aα est maximal dissipatif, alors d’après le Théorème de Hille Yosida, il engendre sur H un semi groupe de
contraction (Uα(t))t�0. Donc, il est clair que la relation (6) définit une famille d’opérateurs bornés de

V (Ω) = {
f ∈ H 1(Ω), f = 0 sur {α > 0} ∩ ∂Ω

}
dans

H̃ (Ω) = {
u ∈ H 2(Ω), ∂νu + iλα(x)u = 0 sur ∂Ω

}
,

holomorphe dans {Imλ < 0}.
Soit χ ∈ C∞

0 (Rd), χ ≡ 1 sur BR . La résolvante sortante tronquée

Rα,χ (λ) = χRα(λ)χ

considérée comme un opérateur de V (Ω) dans H̃ (Ω) holomorphe dans {λ ∈ C; Imλ < 0}, s’étend en un opérateur
méromorphe dans le revêtement simplement connexe de C

∗. On a le résultat suivant

Théorème 2.1. Ils existent δ0 > 0 et λ0 > 0 tel que la résolvante sortante tronquée Rα,χ (λ) se prolonge d’une manière
holomorphe dans la région{

λ ∈ C, Im(λ) � δ0, |Reλ| � λ0
}
. (7)

Plus précisement, il existe c > 0 tel que pour toute f ∈ V (Ω), suppf ⊂ BR et pour tout λ appartenant à la région
précédente, on a∥∥∇Rα,χ (λ)f

∥∥2
L2

R
+ ∥∥λRα,χ (λ)f

∥∥2
L2

R
� c‖f ‖2

L2 . (8)

On déduit que la décroissance de l’énergie est en 1/t :

Théorème 2.2. Sous l’hypothèse de (C.G.E.) au dessus de BR , la solution u du problème (4) de donnée initiale
f ∈ {u ∈ H 1(Ω), u = 0 sur {α > 0} ∩ ∂Ω} à support dans BR , vérifie l’inégalité

ER(u)(t) � c

t
E(u)(0).

La preuve du Théorème 1.1 se déduit du Théorème 2.2. La démonstration du Théorème 2.1 se décompose en trois
étapes :

Étape 1. En utilisant la résolvante libre, on montre que la résolvante tronquée s’étend en un opérateur méromorphe
sur la surface de Riemann du logarithme.

Étape 2. On montre que la résolvante est bornée pour λ proche de 0 dans le secteur Λγ = {λ ∈ C; Re(γ λ) �
| Im(γ λ)|}. On recouvre un voisinage de demi-plan supérieur privé de 0 par un nombre fini Λγi

, ce qui permet de
conclure que la résolvante est bornée au voisinage de 0 voir par exemple [2].

Étape 3. Par un raisonnement par l’absurde, on suppose qu’il existe λn vérifiant Imλn → 0 et Re(λn) � n tel que∥∥∇Rα(λn)fn

∥∥2
L2

R
+ ∥∥λnRα(λn)fn

∥∥2
L2

R
� n‖fn‖2

L2 .

On note un = Rα(λn)fn, on normalise par ‖∇un‖2
L2

R

+ ‖λnun‖2
L2

R

< ∞. On obtient ainsi

−�un − λ2
nun = fn dans Ω, ∂νun + iλnα(x)un = 0 sur ∂Ω,

un satisfait la condition de radiation sortante,

‖∇un‖2
L2

R

+ ‖λnun‖2
L2

R

= 1, ‖fn‖L2
R

→ 0 et ‖un‖L2
R

→ 0 (9)

et 1/Re(λn) → 0, Im(λn) → 0. On peut voir que un ⇀ 0 dans H 1
loc(Ω), λnun ⇀ 0 dans L2

loc et∫
λ2

nα(x)|un|2 dσ(x) → 0.
∂Ω



A. Moulahi / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006) 853–858 857
On pose

vn(t, x) = eitλnun(x).

La suite vn vérifie l’équation des ondes

∂2
t vn − �vn = eitλnfn dans Ω × R+, ∂nvn + α(x)∂tvn(t, x) = 0 sur ∂Ω × R+ (10)

avec ‖eit (λn)fn‖L2
loc

→ 0 quand n → +∞. Puisque Imλn est bornée, on déduit que vn ⇀ 0 dans H 1
loc(Ω × R)

(voir [7]). On peut ainsi lui associer une mesure de défaut microlocale μ dans H 1
loc(Ω × R) (voir [4,7]). On a que

suppμ est un sous-ensemble de la variété caractéristique. Donc, en appliquant le théorème de propagation des me-
sures de défaut, dans [5] et [7], sous l’hypothèse de contrôle géométrique extérieur (C.G.E.), on aurait le lemme de
relèvement [1] ce qui implique que μ = 0 sur BR′ où R′ > R et donc vn → 0 dans H 1

x,t (BR′ × [0, T ]). Ainsi un → 0
dans H 1

R′ , et λnun → 0 dans L2
R , ce qui est absurde car

‖∇un‖2
L2

R

+ ‖λnun‖2
L2

R

= 1.

Ceci achève la démonstration du Théorème 2.1. La démonstration du Théorème 2.2 repose sur le Théorème 2.1 (pour
plus des détails voir [6]).

3. Schéma de la preuve du Théorème 1.2

Soit vσ (t)f est le propagateur d’onde du problème(
∂2
t − � + 2σ(x)∂t

)
v(t)f = 0 dans Ω × R+, ∂νv(t)f = 0 sur ∂Ω × R+,

v(0)f = 0, ∂t v(0)f = f dans Ω.

Soient l’opérateur Sσ (λ)f = ∫ +∞
0 e−iλtvσ (t)f dt et Sσ,χ la résolvante tronquée. On pose D(0) = inf{Imλ,λ pôle de

Sσ (λ)}, soit

σ̃ (x) =
{

σ(x) si x ∈ BR,

+∞ si x ∈ Bc
R.

On définit κ(x) = infρ0
1
t

∫ t

0 σ̃ (x(s, ρ0))ds, est une fonction positive, sous additive et bornée, on pose κ(∞) =
limt→+∞ κ(x) avec s �→ x(s, ρ0) l’unique géodésique généralisée issue de ρ0 ∈ T ∗(Ω) \ 0. On a les résultats sui-
vants :

Théorème 3.1. Pour tout δ < κ(∞), il existe λ0 > 0 tel que la résolvante sortante tronquée Sσ,χ (λ) se prolonge
d’une manière holomorphe dans la région{

λ ∈ C, Imλ � δ, |Reλ| � λ0
}
.

Plus précisement, il existe c > 0 tel que pour toute f ∈ L2, suppf ⊂ BR et pour tout λ appartenant à la région
précédente, on a∥∥∇Sσ,χ (λ)f

∥∥2 + ∥∥λSσ,χ (λ)f
∥∥2 � c‖f ‖2.

On déduit donc la décroissance de l’énergie locale en 1/t .

Théorème 3.2. Sous l’hypothèse de (C.G.E.) au dessus de BR , pour tout δ < β = min(D(0), κ(∞)), il existe c > 0
tel que pour tout f ∈ H̃ 1

R(Ω), on a

ER

(
v(t)f

)
� c

t
E

(
v(0)f

)
où v est la première composante de la solution du

(∂t − Bσ )V (t) = 0 dans Ω × R+, V (0) = V0 = (0, f ) ∈ D(Bσ ),

où Bσ (u, v) = (v,�u − σv) et D(Bσ ) = {(u, v) ∈ H ; �u ∈ L2(Ω), ∂νv = 0 sur ∂Ω}.
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Pour montrer les Théorèmes 3.1 et 3.2 il suffit d’adapter convenablement les travaux [7] et [6]. La preuve du
Théorème 1.2 se déduit du Théorème 3.2.
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