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Résumé

Nous donnons quelques résultats concernant les inégalités de type sup× inf pour des opérateurs elliptiques d’ordre 2 et 4. Ces
inégalités et le phénomène de concentration nous permettent d’obtenir le comportement asymptotique des solutions de ces EDP.
Pour citer cet article : S.S. Bahoura, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Harnack inequalities for elliptic operators of order 2 and 4, and concentration phenomena. We give some results concern-
ing sup× inf inequalities for some elliptic operators of order 2 and 4. With those inequalities and the concentration phenomena we
can describe the asymptotic behavior of those PDE solutions. To cite this article: S.S. Bahoura, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342
(2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans la suite nous notons le laplacien géométrique par � = −∇ i∇i .
Dans cette Note on s’occupe de certaines inégalités de Harnack de type sup× inf et leurs applications aux phéno-

mènes de concentration dans le cas d’opérateurs elliptiques d’ordre 2. Ce type de problèmes est bien connu voir par
exemple, [3,4,8,10,13–15,17–19] et les résultats obtenus utilisent les téchniques de symétrie voir [12].

Les phénomènes de concentration et leurs conséquences ont beaucoup été étudiées, precisément dans la recherche
de meilleurs constantes dans les inégalités de Sobolev voir par exemple [1,2,11,16,21]. En ce qui nous concerne, ce
type d’inégalités (sup× inf) et le phénomène de concentration, nous permettent de décrire le comportement asymptotic
de certaines solutions d’EDP.

Considérons une suite de réels positifs (εi)i�0 avec εi → 0 et une suite de fonctions vεi
> 0 sur Sn, telles que :

�vεi
+ n(n − 2)

4
vεi

= n − 2

4(n − 1)
Vεi

vεi

N−1−εi ,
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avec, N = 2n
n−2 , 0 < a � Vεi

(x) � b < +∞, ∀x ∈ Sn et ‖∇Vεi
‖∞ � A.

On suppose que pour tout i que les fonctions Vεi
et vεi

sont régulières.

Théorème 1. Sous ces hypothèses la suite (vεi
) vérifie,

εi
(n−2)/2

(
sup
Sn

vεi

)1/4 × inf
Sn

vεi
→ 0. (1)

On s’intéresse aussi au problème suivant :

�ui = Vi

(|x|)ui
N−1−εi dans B1(0) et ui = 0 sur ∂B1(0).

Où B1(0) est la boule unité de R
n et Vi est une fonction décroissante de |x| qui vérifie 0 < a � Vi(|x|) � b < +∞

pour tout x. On suppose que les fonctions ui et Vi sont régulières pour tout i.

Théorème 2. Pour tout compact K de B1(0),

sup
B1(0)

ui × inf
K

ui � c = c(a, b,K,Ω,n) > 0.

2. Application

Considérons le problème suivant :

�uεi
= n(n − 2)uεi

N−1−εi , uεi
> 0 dans Ω et uεi

= 0 sur ∂Ω, (E)

avec, Ω un ouvert borné de R
n.

Pour ce type d’équation il existe de nombreux résultats de compacité et de comportement asymptotique voir par
exemple, [5,14,15].

Nous avons,

Théorème 3.

(i) Il existe c1 = c1(n,Ω) > 0, c2 = c2(n,Ω) > 0 telles que :

c2 � ‖uεi
‖H 1(Ω) � c1.

(ii) Si Ω est étoilé ( pour simplifier), alors, il existe une sous-suite (uεj
) pour laquelle, il existe un m ∈ N

∗ et un
nombre fini de points de concentrations x1, x2, . . . , xm ∈ Ω tels que :

(i) lim
εj →0

uεj
= 0 dans C2

loc

( 	Ω − {x1, . . . xm}),

∀k ∈ {1, . . . ,m}, ∃(xj,k) avec, xj,k → xk et uεj
(xj,k) → +∞.

(ii) lim
εj →0

u
N−εj
εj

=
m∑

i=1

μiδxi
avec μi � ωn

2n
.

Ici la convergence est au sens des distributions.
(iii) Pour tout compact K de Ω − {x1, . . . , xm}, il existe une constante positive c = c(K,Ω,n) > 0 telle que :

sup
Ω

uεj
× sup

K

uεj
� c.

(iv) Il existe un voisinage ω du bord ∂Ω et une constante positive c̄ = c̄(ω,Ω,n) tels que :

sup
Ω

uεj
× sup

ω
uεj

� c̄.
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(v) Il existe deux constantes positives, β1 et β2 telles que :

β1 � εj

(
sup
Ω

uεj

)2
� β2,

plus précisément, il existe une fonction g ∈ C2(∂Ω), telle que,

εj

(
sup
Ω

uεj

)2 → cn

∫
∂Ω

〈x|ν(x)〉[∂νg(σ )]2 dσ∑m
k=1 μk

.

(vi) Il existe m réels positifs γ1, . . . , γm, γk � n(n − 2)ωn

2n , k ∈ {1, . . . ,m}, tels que :

sup
Ω

uεj
× uεj

(x) →
m∑

k=1

γkG(xk, x) dans C2
loc

( 	Ω − {x1, . . . , xm}),

où G est la fonction de Green du laplacien avec condition de Dirichlet. On peut prendre, g = ∑m
k=1 γkG(xk, ·)

dans le (v).

Concernant certains opérateurs d’ordre 4, il existe des résultats comme [6,7,9,21]. Nous nous occupons maintenant
de savoir si pour certains d’entre eux des minorations du produit sup× inf sont possibles.

Sur une variété Riemannienne compacte (M,g) de dimension n � 5, on considère l’équation suivante :

�2ui + b�ui + cui = Viui
(n+4)/(n−4), ui > 0 sur M (E′)

avec, b, c > 0, c � b2

4 et 0 � Vi(x) � A.

La condition 0 < c � b2

4 est trés utile pour obtenir notre estimation, elle permet d’avoir une fonction de Green avec
d’intéréssantes propriétés et est utilisée pour appliquer le principe du maximum voir [7].

Théorème 4. Il existe une constante positive k = k(b, c,A,M,g), telle que,

sup
M

ui × inf
M

ui � k ∀i,

où ui est solution de (E′).

Autre résultat sur un ouvert Ω strictement convexe de R
n avec n � 5, considérons l’équation :

�2uε = uε
p−ε, uε > 0 dans Ω, et uε = �uε = 0 sur ∂Ω, (E′′)

avec, p = n+4
n−4 et 0 < ε � 4

n−4 .

Théorème 5. Pour tout compact K ⊂ Ω , il existe c = c(K,Ω,n) > 0 telle que pour toute solution uε de (E′′), on ait :

sup
Ω

uε × inf
K

uε � c.

Pour les opérateur d’ordre 4, il existe une identité de Pohozaev comme pour ceux d’ordre 2 [20], voir [9], et
l’Éq. (E′′), avec ε = 0, ne possède pas de solutions lorsque l’ouvert Ω est étoilé. Ceci nous pousse à étudier (E′′) avec
ε > 0.

Pour l’Éq. (E′′), il est important de remarquer que les points xε où les solutions uε sont maximum, restent loin du
bord ∂Ω . Ceci est important pour estimer ces solutions prés du bord. Ce fait important est réalisé pour les ouverts Ω

strictement convexes, la méthode utilisée est celle de symétrie de [12] et la transformation de Kelvin. Pour le laplacien
d’ordre 2, l’équation reste invariante par la transformation de Kelvin, ce qui n’est pas le cas pour (E′′) et la condition
de stricte convexité du domaine peut attenuer la non invariance par cette transformation, voir [9].
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