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Résumé

On donne un contre-exemple élémentaire à une conjecture de Pineiro, Szpiro et Tucker concernant l’équidistribution de nombres
algébriques de petite hauteur. Pour citer cet article : P. Autissier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

About a question of the equidistribution of algebraic numbers. We give an elementary counter-example for a conjecture of
Pineiro, Szpiro and Tucker about the uniform distribution of algebraic numbers with small height. To cite this article: P. Autissier,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On désigne ici par P l’ensemble des éléments irréductibles non constants de Z[X] et par λ la mesure de Haar (de
masse 1) sur le cercle unité.

Soit P ∈ P de degré d , de racines complexes α1; · · · ;αd (avec multiplicité), et de coefficient dominant c. On note
ĥ(P ) la hauteur de Mahler–Weil de P , i.e.

ĥ(P ) = 1

d

[
log |c| +

d∑
i=1

log max
(
1; |αi |

)]
.

On pose aussi δP = 1
d

∑d
i=1 δαi

, où δz désigne la masse de Dirac au point z de C. La mesure δP est donc de
probabilité sur M = P1(C).

Bilu [1] a démontré le théorème d’équidistribution suivant :

Théorème 0. Soit (Pn)n�1 une suite d’éléments de P distincts deux à deux telle que limn→+∞ ĥ(Pn) = 0. Alors la
suite de mesures (δPn)n�1 converge faiblement vers λ, ce qui signifie que pour toute fonction continue f :M → R, on
a limn→+∞

∫
M

f δPn = ∫
M

f λ.
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Pineiro, Szpiro et Tucker conjecturent dans [2] p. 241 que l’énoncé est encore valable lorsqu’il existe a ∈ Q tel que
f soit la fonction f : z �→ − log |z − a|. On donne ici un contre-exemple élémentaire à cette conjecture.

2. Le contre-exemple

Commençons par un lemme simple :

Lemme 1. Soit P = Xd + ad−1X
d−1 · · · + a0 ∈ Z[X] de degré d � 1. On suppose que p = |a0| est premier et que

p − 2 � |a1| + · · · + |ad−1|. Alors P est irréductible dans Z[X] et ĥ(P ) vaut logp
d

.

Démonstration. Observons d’abord que toutes les racines complexes de P sont de module > 1 : en effet, si |z| � 1,
alors |P(z)| � 1.

Supposons maintenant que P s’écrive P = Q1Q2 avec Q1 et Q2 unitaires non constants à coefficients entiers. En
notant bi = |Qi(0)|, on a p = b1b2.

Par ailleurs, toutes les racines complexes de Qi sont de module > 1 ; on a en particulier b1 > 1 et b2 > 1. D’où
une contradiction.

Pour finir, la valeur de ĥ(P ) s’obtient aisément en remarquant que le produit des racines complexes de P vaut
(−1)da0. �

Présentons maintenant le contre-exemple :
On pose Pn = (Xn −1)(X−2)+3 pour tout entier n � 1. D’après le Lemme 1, Pn est irréductible pour tout n � 1,

et ĥ(Pn) = log 5
n+1 tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.

Posons aussi f1(z) = − log min(1; |z−2|), de sorte que f1 est une fonction de Green relativement à 2. On remarque
que f1 est positive sur M et nulle sur le cercle unité ; on a en particulier

∫
M

f1λ = 0.
On va montrer que

∫
M

f1δPn ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +∞. Plus précisément :

Proposition 2. On a l’inégalité lim infn→+∞
∫
M

f1δPn � log 2.

Démonstration. Soit n � 6 fixé. On a Pn(2) = 3 > 0 et Pn(2 − 22−n) = 3 + 22−n − 4(1 − 21−n)n < 0. On en déduit
que Pn admet une racine réelle βn telle que 2 − 22−n < βn < 2.

On a alors les inégalités∫
M

f1δPn � f1(βn)

n + 1
>

n − 2

n + 1
log 2.

D’où le résultat. �
Remarque 3. On peut en fait montrer que

∫
M

f1δPn converge vers log 2 lorsque n tend vers +∞.

Pineiro, Szpiro et Tucker demandent dans [2] p. 241 ce qui se passe si on remplace f1 par f2 : z �→ − log |z − 2|.
On observe le même phénomène :

Proposition 4. On a la relation limn→+∞
∫
M

f2δPn = log 2 + ∫
M

f2λ.

Démonstration. D’une part, on a
∫
M

f2λ = − log 2. D’autre part, pour tout n � 1, on trouve∫
M

f2δPn = − log |Pn(2)|
n + 1

= − log 3

n + 1
.

On en déduit le résultat. �
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