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Résumé

On donne une estimation de l’erreur en normeLp pour l’interpolation par des fonctions splines sous tension et on étab
résultat de convergence dans l’espace de Sobolev classique.Pour citer cet article : A. Bouhamidi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Error estimates for interpolating thin plate splines under tension.In this Note, we give some results on theLp-error estimates
and convergence in the Sobolev space for the interpolation by thin splines under tension.To cite this article: A. Bouhamidi, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Interpolation par splines sous tension

Le concept des courbes splines sous tension a été introduit par Schweikert [10]. Sa généralisation aux fo
deux variables a été donnée, d’une façon empirique, par Franke [6]. L’étude des splines sous tension dans
d’espaces fonctionnels « de type Sobolev » a été faite dans [2]. Soientm,d > 0 deux entiers positifs. On considère l’e
paceXm(Rd) = {u ∈ D′(Rd), Dαu ∈ L2(Rd) for |α| = m,m+ 1}, oùD′(Rd) est l’espace classique des distributio
surRd etDα désigne la dérivée partielle

Dαu = ∂ |α|

∂x
α1
1 · · · ∂x

αd

d

u.

On munit l’espaceXm(Rd) du semi-produit scalaire suivant

(u|v)m,τ,Rd =
∑

|α|=m+1

(m + 1)!
α!

∫

Rd

Dαu(x)Dαv(x)dx + τ2
∑

|α|=m

m!
α!

∫

Rd

Dαu(x)Dαv(x)dx. (1)
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La semi-norme associée au semi-produit scalaire (1) est notée|u|m,τ,Rd = √
(u|u)m,τ,Rd . Le paramètreτ > 0, appelé

paramètre de tension, donne un compromis entre les deux splines d’ordrem+1 etm. L’expérience numérique mont
que lorsque le paramètreτ devient de plus en plus grand la spline sous tension tend vers la spline pseudo-
et lorsque au contraire ce paramètre devient de plus en plus petit alors la spline sous tension tend vers
pseudo-cubique [1,3].

Sous l’hypothèsem > d
2 , l’espaceXm(Rd) muni du semi-produit scalaire (1) et de sa semi-norme associée

fait un sous-espace semi-Hilbertien de l’espaceC(Rd) des fonctions continues surR
d à injection continue [2]. Le

noyau de la semi-norme associée à (1) est l’espace des fonctions polynomiales surR
d de degré� m − 1 noté ici

Πm−1(R
d) de dimension notéed(m) := (d+m−1)!

d!(m−1)! .

SoientΩ un sous-ensemble non vide deR
d etA := {x1, . . . , xN } ⊂ Ω un ensemble fini deN points deux à deu

distintcs avecN � d(m). On suppose queA contient un sous-ensembleΠm−1(R
d)-unisolvent. Cela est equivalent

fait que chaque polynôme deΠm−1(R
d) qui s’annule surA est identiquement nul.

Soient�m l’opérateur de Laplace itéré d’ordrem et δ la mesure de Dirac à l’origine. On rappelle qu’une solut
élémentaire (ou fondamentale) de l’opérateur différentiel(−1)m+1(�m+1 − τ2�m) est une distribution tempéré
Φm,d surRd générée par une fonction encore notéeΦm,d , telle que

(−1)m+1(�m+1Φm,d − τ2�mΦm,d

) = δ.

Pourd = 1,2,3 une solution élémentaireΦm,d a pour expression (cf. [2,4])

Φm,d(x) =




(−1)m

2τ2m+1

(
e−τ |x| −

2m−1∑
k=0

(−τ |x|)k
k!

)
pourd = 1,

(−1)m

2πτ2m

(m−1∑
k=0

τ2k

4k(k!)2
|x|2k ln

(|x|) + K0
(
τ |x|)

)
pourd = 2,

(−1)m

4πτ2m|x|
(

e−τ |x| −
2m−2∑
k=0

(−τ |x|)k
k!

)
pourd = 3,

(2)

où |x| désigne la norme euclidienne dex dansRd etK0 désigne la fonction de Bessel de seconde espèce.
Soitf une fonction définie surΩ . Le problème variationnel suivant

Min
u|A=f

u∈Xm(Rd )

|u|m,τ,Rd , (3)

a une solution unique notéefA qui s’écrit d’une manière unique sous la forme

fA(x) =
N∑

i=1

λiΦm,d(x − xi) +
d(m)∑
j=1

αjqj (x), (4)

où (q1, . . . , qd(m)) est une base de l’espaceΠm−1(R
d). Les coefficientsλi et αj donnés dans (4) sont calculés p

résolution du système linéaire

(
K MT

M O

)(
λ

α

)
=

(
z

0

)

oùλ, α et z sont les vecteurs donnés parλ = (λ1, . . . , λN)T, α = (α1, . . . , αd(m))
T et z = (f (x1), . . . , f (xN))T, K est

la matrice de tailleN × N donnée parK = (Φm,d(xi − xj ))1�i,j�N , MT est la transposée de la matriceM de taille
d(m) × N donnée parM = (qi(xj ))1�i�d(m) etO est la matrice nulle de tailled(m) × d(m).
1�j�N
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2. Estimation de l’erreur et convergence

Dans cette partie, on propose des résultats sur l’estimation de l’erreur. On suppose que la dimension de
estd � 2. On suppose queΩ est un ouvert borné non vide deR

d . On considère la semi-norme| · |m,τ,Ω définie sur
l’espace de SobolevHm+1(Ω) = Wm+1,2(Ω), associée au semi-produit scalaire suivant

(f |g)m,τ,Ω =
∑

|α|=m+1

(m + 1)!
α!

∫
Ω

Dαf (x)Dαg(x)dx + τ2
∑

|α|=m

m!
α!

∫
Ω

Dαf (x)Dαg(x)dx. (5)

La proposition suivante a été donnée dans [7,8]

Proposition 2.1. SoientΩ un ouvert borné non vide deRd et RΩ désigne l’opérateur des restrictions àΩ , alors
RΩ(Xm(Rd)) = RΩ(Hm+1(Rd)). De plus, siΩ est à frontière lipschitzienne(au sens de Nĕcas[9]), alors l’opérateur
RΩ est linéaire et continu deXm(Rd) surHm+1(Ω).

On donne alors la proposition suivante

Proposition 2.2.SoitΩ un ouvert borné connexe deRd à frontière lipschitzienne(au sens de Nĕcas[9]) et contenan
un sous-ensembleΠm−1-unisolvent. Pour toute fonctionf ∈ Hm+1(Ω), le problème variationnel

Min
u∈Xm(Rd )

u|Ω =f

|u|m,τ,Rd , (6)

a une solution uniquef Ω , et on a|f Ω |2
m,τ,Rd = |fA|2

m,τ,Rd + |f Ω − fA|2
m,τ,Rd , oùfA est la solution du problèm

variationnel(3). De plus, il existe une constanteK (dépendant dem etΩ) tel que∣∣f Ω
∣∣
m,τ,Rd � K|f |m,τ,Ω, ∀f ∈ Hm+1(Ω).

On donne le théorème suivant sur l’estimation locale de l’erreur

Théorème 2.3.Pour toutM � 1, pour toutp ∈ [2,∞] et pour tout multi-indiceα tels que|α| � m − d
2 + d

p
, il existe

R > 0 (dépendant ded etm) et il existeC > 0 (dépendant deM , R, d , m, α, p et τ ) tels que pour touth > 0 et pour
tout t ∈ R

d la bouleB(t,Rh) de centret et de rayonRh contientd(m) boulesB1, . . . ,Bd(m) centrées à l’origine e
de rayonh telles que

∥∥Dαu
∥∥

Lp(B(t,MRh))
� Ch

m−|α|− d
2 + d

p |u|m,τ,B(t,MRh),

pour toutu ∈ Wm+1,2(B(t,MRh)) qui s’annule au moins en un point de chaque bouleB1, . . . ,Bd(m).

La propriété du cône intérieur est définie comme suit

Définition 2.4. On dit qu’un ouvert non videΩ de R
d a la propriété du cône intérieur de rayonr > 0 et d’angle

θ ∈ (0,π/2) si pour toutt ∈ Ω il existe un vecteur unitaireξ(t) ∈ R
d tel que le côneC(t, ξ(t), θ, r) = {t +λη;η ∈ R

d,

|η| = 1, ηT · ξ(t) � cosθ, 0� λ � r} est entièrement contenu dansΩ .

La proposition suivante est due à Duchon [5],

Proposition 2.5 (Duchon [5]). SoitΩ un ouvert non vide deRd vérifiant la propriété du cône intérieur de rayo
r > 0 et d’angleθ , alors il existe deux constantesM et M1 (dépendant ded et deθ ) et ε0 (dépendant deθ et r) tels
que, pour toutε tel que0< ε � ε0 il existeTε ⊂ Ω vérifiant

(i) B(t, ε) ⊂ Ω pour toutt ∈ Tε, (ii ) Ω ⊂
⋃
t∈Tε

B(t,Mε), (iii )
∑
t∈Tε

1B(t,Mε) � M1,

oùB(t,R) désigne la boule fermée de centret et de rayonR et 1E est la fonction indicatrice de l’ensembleE.
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Remarquons que la condition (iii) signifie que tout pointt deΩ appartient à au plusM1 boulesB(t,M1ε) centrées
surTε.

A partir de l’estimation locale de l’erreur, en s’appuyant sur le fait queΩ possède la propriété du cône et grâc
la Proposition 2.5, on montre alors un résultat sur l’estimation globale de l’erreur ennoncé dans le théorème

Théorème 2.6. Soit Ω un ouvert borné convexe non vide deR
d à frontière lipschitzienne. Soitm un entier avec

m > d/2, alors il existeh0 > 0 (dépendant deΩ , m et d) tel que pour toutp ∈ [2,∞] et pour tout multi-indiceα
avec|α| � m − d

2 + d
p

, il existe une constanteC (dépendant deΩ , d , m, α et p) et une constanteK (dépendant de

Ω et m) telles que pour toute fonctionf appartenant àHm+1(Ω) et pour tout ensemble finiA ⊂ Ω contenant un
sous-ensembleΠm−1(R

d)-unisolvent et vérifianth = supt∈Ω infa∈A |t − a| � h0, on a

∥∥Dα
(
f − fA)∥∥

Lp(Ω)
� Ch

m−|α|− d
2 + d

p
∣∣f Ω − fA∣∣

m,τ,Rd

� CKh
m−|α|− d

2 + d
p |f |m,τ,Ω .

L’influence sur les résultats d’estimation de l’erreur du paramètreτ apparaît dans le terme|f |m,τ,Ω . Le corollaire
suivant traduit un résultat de convergence

Corollaire 2.7. SoitΩ un ouvert borné convexe non vide deR
d à frontière lipschitzienne. Soitm un entier> d/2,

soit α un multi-indice etp ∈ [2,∞] tels que|α| � m − d
2 + d

p
. Pour toute fonctionf ∈ Hm+1(Ω) et toutε > 0, il

existeh0 > 0 tel que pour tout ensemble finiA ⊂ Ω contenant un sous-ensembleΠm−1(R
d)-unisolvent et vérifian

h = supt∈Ω infa∈A |t − a| � h0, on a

∥∥Dα
(
f − fA)∥∥

Lp(Ω)
� εh

m−|α|− d
2 + d

p .
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