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Résumé

SoitE une courbe elliptique, R un système de racines réel en dimension trois, etW le groupe de Weyl associé. Ce groupe fini a
naturellement surE ⊗Q(R) et le quotient est un espace projectif avec poids. SoitW+ = W ∩ SL3(C). Le quotientE ⊗Q(R)/W+
admet deux résolutions crépantes naturelles. L’une est le résultat d’un processus de désingularisation dû à Jung, et l’
schéma de Hilbert équivariant. Pour les comparer, nous calculons les fibres de ces résolutions au dessus de chaque po
Nous exhibons un phénomène de correspondance de McKay lors de la résolution par le schéma de Hilbert, et une nouv
de fibrés surE indéxée par leW+-schéma de Hilbert.Pour citer cet article : S. Térouanne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342
(2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Resolution of non-Abelian three-dimensional singularities.Let E be an elliptic curve and R be a real three dimensional
system. LetW be the Weyl group associated to R. DenoteW+ = W ∩ SL3(C). The quotientE ⊗ Q(R)/W+ admits two natura
crepant resolutions. One is the result of a Jung process of desingularization of singularities, the other the equivariant Hilbe
To compare these resolutions, we calculate the fibres over any singular point in both cases. We exhibit a McKay corres
phenomenon for the Hilbert scheme resolution and construct a new family of vector bundles onE parametrized by theW+-Hilbert
scheme.To cite this article: S. Térouanne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Situation

Soit R un système de racines réel de dimensionn, etQ(R) le réseau engendré par R. Le groupe de WeylW = W(R)

agit naturellement surA = E ⊗ Q(R), et d’après un théorème de Looijenga, le quotient est un espace project
poids [1]. SoitW+ = W ∩SLn(C). La variété quotientA/W+ est singulière, et il s’agit d’un revêtement double ram
deA/W = P(a1, . . . , an).

Dans le cas de la dimension trois, Bertin et Markushevich ont démontré que l’on peut résoudre les singul
A/W+ par une variété de Calabi–Yau grâce à la méthode de Jung [2]. Par ailleurs, d’après le théorème de Br
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Tableau 1
Paramètres pour le processus de Jung

R W+ Anti-invariant Equation du Graphe dual de la fibre
lieu de branchement dans la résolution par J

A1 × A1 × A1 Z/2Z × Z/2Z xyz uvw

A1 × A2 S3 = D3 x(y3 − z3) u(w2 − 4v3)

A1 × B2 D4 xyz(y2 − z2) uw(v2 − 4w)

ou
A1 × G2 D6 x(y6 − z6) u(w2 − 4v6)

A3 A4 (x2 − y2)(y2 − z2)(z2 − x2) fA3(u, v,w)

B3 S4 ∆B3 fB3(u, v,w)

King et Reid, leW+-schéma de Hilbert deA résout également ces singularités de façon crépante [3]. Localem
situation est celle de la singularité à l’origine du quotientA

3/W(R′) où R′ est un sous système de racines de R.
Dans les Sections 2 et 3, on étudie la situation locale en dimension trois. On y compare ces deux résol

décrivant les fibres au dessus de la singularité locale(A3/W(R),0). Dans le paragraphe 4, on démontre que la fam
de fibrés surE indexée par leW+-schéma de Hilbert deA n’est pas l’image réciproque de la famille universelle
Friedman, Morgan et Witten.

2. Résolution par la méthode de Jung

Théorème 2.1[6]. SoitR un système de racines de dimension trois, etW+ = W(R) ∩ SL3(C). Le processus de Jun
permet de résoudre la singularité à l’origine deA⊗Q(R)/W+ de façon crépante. Le Tableau1 récapitule l’équation
du lieu de branchement et la configuration de la fibre au dessus de l’origine.

Dans le Tableau1 fA3(u, v,w) = u2v2 −4u3v2 −4w3 +18uv2w −27v4, fB3(u, v,w) = w(u2v2 −4u3w −4v3 +
18uvw − 27w2), et∆B3 = xyz(x2y2(x2 − y2) + x2z2(z2 − x2) + y2z2(y2 − z2)).

On remarque que dans le casA1 × B2, la configuration de la fibre dépend de l’ordre choisi dans les éclatem
successifs des composantes du lieu singulier deB.

3. Résolution par le schéma de HilbertW+-équivariant

Déterminer la fibre au-dessus de l’origine duW+(R)-schéma de Hilbert deA3 revient à déterminer la struc
ture de l’ensemble des idéauxI ⊂ C[x, y, z] tels queC[x, y, z]/I soit la représentation régulière deW+(R). Soit
IW+ l’idéal engendré par les polynômes non-constants de la sous-algèbre des polynômes invariants paW+, et
SW+ = C[x, y, z]/IW+ l’algèbre coinvariante deC[x, y, z]. Alors l’ensemble des idéaux deC[x, y, z] définissant une
W+-grappe deA3 est en correspondance biunivoque avec l’ensemble des idéaux deSW+ définissant uneW+-grappe
de Spec(SW+). L’algèbreSW+ étant de dimension finie égale à Card(W) − 1, on peut calculer la fibre au dessus
l’origine cas par cas.

Exemple.R = B3. L’idéal IW+ est engendré par les polynômesf2 = x2 + y2 + z2, f4 = x2y2 + x2y2 + y2z2, f6 =
x2y2z2 et∆ = xyz(x2y2(x2−y2)+x2z2(z2−x2)+y2z2(y2−z2)). L’algèbreSW+ est de dimension 47 etW+ admet
une représentation irréductible non triviale de dimension unε, une de dimension deuxθ , et deux de dimension tro
ψ et εψ . On décompose l’algèbre graduéeSW+ en représentations irréductibles, et on choisit une baseBρ[i] pour
chaque exemplaire de la représentationρ en degréi. Par exemple, notons

Bε[3] = {x̄ȳz̄}, Bθ [4] = {
ȳ4, z̄4}, Bψ [4] = {

x̄2ȳz̄, x̄ȳ2z̄, x̄ȳz̄2},
Bεψ [4] = {

ȳz̄
(
ȳ2 − z̄2), x̄z̄

(
z̄2 − x̄2), x̄ȳ

(
x̄2 − ȳ2)}, Bεψ [5] = {

x̄5, ȳ5, z̄5},
Bθ [5] = {

x̄ȳz̄
(
z̄2 − x̄2), x̄ȳz̄

(
x̄2 − ȳ2)}, Bψ [5] = {

x̄3(ȳ2 − z̄2), ȳ3(z̄2 − x̄2), z̄3(x̄2 − ȳ2)},
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Tableau 2
Paramètres pour le schéma de Hilbert équivariant

R W+ Diagramme de McKay Graphe dual de la
fibre dansW+-Hilb(A3)

A1 × A1 × A1 Z/2Z × Z/2Z

A1 × A2 S3 = D3

A1 × B2 D4

A1 × G2 D6

A3 A4

B3 S4

Bε[6] = {
x̄2ȳ2(x̄2 − ȳ2) + x̄2z̄2(z̄2 − x̄2) + ȳ2z̄2(ȳ2 − z̄2)}, Bψ [6] = {

ȳ3z̄3, x̄3z̄3, x̄3ȳ3},
Bεψ [6] = {

x̄2ȳz̄
(
ȳ2 − z̄2), x̄ȳ2z̄

(
z̄2 − x̄2), x̄ȳz̄2(x̄2 − ȳ2)}.

On démontre alors le résultat suivant :

Proposition 3.1. Les quatre familles suivantes indexées parP
1 décrivent exactement l’ensemble des idéaux défi

sant uneW+-grappe deA3 de support l’origine.

Iε(a : b) = 〈
aBε[3] + bBε[6],Bθ [5],Bψ [4],Bεψ [5], f2, f4, f6,Bψ [6],Bεψ [6], d◦ � 7

〉
,

Iψ(a : b) = 〈
aBψ [4] + bBψ [5],Bθ [5],Bεψ [5], f2, f4, d

◦ � 6
〉
,

Iεψ(a : b) = 〈
aBεψ [4] + bBεψ [5],Bθ [5],Bψ [5], f2, f4, d

◦ � 6
〉
,

Iθ (a : b) = 〈
aBθ [4] + bBθ [5],Bψ [5],Bεψ [5], f2, f4, d

◦ � 6
〉
.

De plus, on aIε(0 : 1) = Iψ(1 : 0) et Iψ(0 : 1) = Iεψ(0 : 1) = Iθ (0 : 1).

Par ailleurs, pour tout sous-groupe finiG ⊂ SLn(C), on peut définir le diagramme de McKay deG [4]. Le théorème
suivant, est une extension à la dimension trois du résultat de McKay pour les sous-groupes finis de SL2(C).

Théorème 3.2[6]. SoitR un système de racines de dimension trois, etW+ = W(R)∩ SL3(C). La singularitéA
3/W+

est résolue de façon crépante par le schéma de Hilbert équivariant et la fibre au dessus de l’origine a la config
du diagramme de McKay du sous-groupeW+ deSL3(C) auquel on retire les boucles, ce que récapitule le Tablea2.

4. Famille de fibrés vectoriels

Friedman, Morgan et Witten redémontrent le théorème de Looijenga en termes de fibrés vectoriels. Dans lAn

(respectivementBn), ils construisent grâce à la construction spectrale une famille de fibrés vectoriels surE indéxée
parW -Hilb(A), qui s’avère être la famille universelle des SU(n)-fibrés (respectivement Sp(2n)-fibrés) réguliers semi
stables surE [5].
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Soit E une courbe elliptique etA un schéma projectif lisse. La construction spectrale permet d’associer un
vectoriel à un couple(Z,g) où Z est une grappe deA et g est un morphisme deZ dansE. NotonsP l’image
schématique deg. Le support deP est fini, et on note Supp(P ) = {p1, . . . , pr}. Pour touti, posonsZi = g−1(pi).
Enfin, soitΓg le graphe deg. Alors pour touti, Zi × {pi} et Γg sont des diviseurs de Cartier surZ × E et on peut
définir le faisceau localement libre

Lg = OZ×X

(
Γg −

∑
Zi × {pi}

)
.

Alors p2,∗(Lg) est un faisceau localement libre de rangN surE.
Supposons queZ est supporté par un pointa ∈ A. Alors l’image schématiqueP deg est également supportée

un point{p0}, et de longueurn. CommeP est un sous-schéma de la courbe lisseE, on aOP = C[x]/xn. PuisOZ

étant de dimension finie surC, OZ est unOP -module de type fini. D’après la décomposition en modules monog
d’un module de type fini sur un anneau principal, il existe des générateursp1, . . . , pr et des entiersk1, . . . , kr tels que
OZ = C[t]/tk1p1 ⊕ C[t]/tk2p2 ⊕ · · · ⊕ C[t]/tkr pr . De plus, commeg# :OP → OZ est injective, on peut suppos
quek1 = n et leski sont tous inférieurs ou égaux àn. On ordonne les entierski et on noteµ(Z,g) = (k1, . . . , kr ) la
partition deN associée à(Z,g).

Théorème 4.1[6]. SoitA un schéma projectif lisse etE une courbe elliptique. SoitZ uneN grappe deA supportée en
un point etg :Z → E un morphisme. Soitµ(Z,g) = (k1, . . . , kr ) la partition associée à(Z,g). Alors le fibré associé
surE estIk1 ⊕ Ik2 ⊕ · · · ⊕ Ikr .

Grâce à ce théorème, on démontre que dans les cas des sytèmes de racinesA3 etB3, la famille de fibrés vectoriel
sur E déduite de la construction spectrale et indexée par leW+-schéma de Hilbert n’est pas le tiré en arrière d
famille universelle de Friedman, Morgan et Witten. Par exemple, dans le casB3, soitI ∈ C[x, y, z] un idéal définissan
uneW+(B3)-grappeZ deA de support{(p0,p0,p0)}.

– Si I = Iεψ(aεψ : bεψ), alors le fibré associé àZ estI6.
– Si I = Iθ (1 : 0), alors le fibré associé àZ estI4 ⊕ I2.
– Sinon, c’est la somme directeI5 ⊕OE .
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