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Résumé

Admettant l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate–Shafarevich des courbes elliptiques sur les
nombres, toute intersection lisse de deux quadriques dans l’espace projectif de dimensionn satisfait au principe de Hasse sin � 5.
Le même résultat vaut pourn = 4, c’est-à-dire pour les surfaces de del Pezzo de degré 4, lorsque le groupe de Brauer e
aux constantes et que la surface est suffisamment générale. Les preuves détaillées des résultats annoncés dans cett
publiées ultérieurement.Pour citer cet article : O. Wittenberg, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Hasse principle for intersections of two quadrics. Assuming Schinzel’s hypothesis and the finiteness of Tate–Shafar
groups of elliptic curves over number fields, smooth intersections of two quadrics inn-dimensional projective space satisfy t
Hasse principle ifn � 5. The same result holds forn = 4, i.e., for del Pezzo surfaces of degree 4, provided the Brauer gro
reduced to constants and the surface is sufficiently general. Detailed proofs of the results announced herein will be publ
on.To cite this article: O. Wittenberg, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let q1 andq2 be homogeneous quadratic forms in five variables, with coefficients in a number fieldk. Assume tha
the projective varietyX ⊂ P4

k defined byq1 = q2 = 0 is a smooth surface; it is then a del Pezzo surface of degree 4
all del Pezzo surfaces of degree 4 are obtained in this way. The homogeneous polynomialf (λ,µ) = det(λq1+µq2) ∈
k[λ,µ] is separable and has degree 5. LetS ⊂ P1

k be the closed subscheme defined byf = 0 and let{t0, . . . , t4} be the
set of itsk̄-points. The residue field of a closed pointt ∈ S is denotedκ(t).

For t ∈ S, if [λ : µ] are homogeneous coordinates fort with λ,µ ∈ κ(t) and ifL is aκ(t)-rational hyperplane ofP4
k

which does not contain the unique singular point of the quadricλq1 + µq2 = 0, the discriminant of the restriction o
λq1 + µq2 to the vector space underlyingL does not depend onL. We shall denote it byεt ∈ κ(t)�/κ(t)�2.

The following proposition gives a practical recipe for computing the cohomological Brauer group Br(X) =
H 2

ét(X,Gm) of X.

Adresse e-mail :olivier.wittenberg@ens.fr (O. Wittenberg).
1631-073X/$ – see front matter 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.12.005



224 O. Wittenberg / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006) 223–227

hinzel’s

s over
t

mmarized

es over

as
elliptic

should be
rs exactly

es over

nd [9]).

fficiently
Proposition 0.1. The groupBr(X)/Br(k) is aZ/2Z-vector space of dimensionmax(0, n−d −1), wheren = #{t ∈ S;
εt �= 1} andd is the dimension of the sub-Z/2Z-vector space ofk�/k�2 spanned by the normsNκ(t)/k(εt ) for t ∈ S.

We now state the core technical result of this Note. The reader is referred to [7] for more details on Sc
hypothesis.

Theorem 0.2. Assume Schinzel’s hypothesis and the finiteness of Tate–Shafarevich groups of elliptic curvek.
Assume moreover thatBr(X)/Br(k) = 0, that t0 is k-rational, thatεt �= 1 for eacht ∈ S \ {t0} which has degree a
most3 overk, and that eitherεt0 = 1 or there existst ∈ S such that the image ofεt0 in κ(t)�/κ(t)�2 is distinct from1
and fromεt . ThenX satisfies the Hasse principle.

The most striking consequences of Theorem 0.2 for the arithmetic of del Pezzo surfaces of degree 4 are su
below.

Corollary 0.3. Assume Schinzel’s hypothesis and the finiteness of Tate–Shafarevich groups of elliptic curv
number fields. The surfaceX satisfies the Hasse principle as soon as one of the following conditions holds:

(i) the groupΓ acts3-transitively onS(k̄) (i.e.by the symmetric group or by the alternating group);
(ii) one of theti ’s is k-rational andΓ acts2-transitively on the other fourti ’s;

(iii) exactly two of theti ’s are k-rational andBr(X)/Br(k) = 0;
(iv) all of the ti ’s are k-rational andBr(X)/Br(k) = 0.

It was conjectured by Colliot-Thélène and Sansuc thatX should satisfy the Hasse principle as soon
Br(X)/Br(k) = 0 (see [3]). Under Schinzel’s hypothesis and the finiteness of Tate–Shafarevich groups of
curves, Corollary 0.3 establishes this conjecture for a very large class of del Pezzo surfaces of degree 4. It
noted that a sufficiently general del Pezzo surface of degree 4 falls into case (i) above, and that case (iv) occu
whenq1 andq2 are simultaneously diagonalizable overk.

Corollary 0.4. Assume Schinzel’s hypothesis and the finiteness of Tate–Shafarevich groups of elliptic curv
number fields. Smooth intersections of two quadrics inPn

k with n � 5 satisfy the Hasse principle.

The conclusion of Corollary 0.4 is a well-known conjecture of Colliot-Thélène and Sansuc (see [5, §16] a
Corollary 0.4 is deduced from Corollary 0.3 by induction onn and a reduction to hyperplane sections. Whenn = 5,
a monodromy argument is needed to ensure that the first hypothesis of Corollary 0.3 is satisfied for a su
general hyperplane section.

1. Notations

Soientk un corps de nombres etk̄ une clôture algébrique dek. NotonsΓ le groupe de Galois dēk surk. On désigne
parPn

k l’espace projectif de dimensionn surk et par(Pn
k )

� l’espace projectif dual. SiX est un schéma, on noteκ(x)

le corps résiduel d’un pointx ∈ X et Br(X) = H 2
ét(X,Gm) le groupe de Brauer cohomologique deX. Si X est un

k-schéma, on note abusivement Br(X)/Br(k) le conoyau de la flèche naturelle Br(k) → Br(X) ; si de plusK/k est
une extension de corps, on noteX(K) l’ensemble des pointsK-rationnels deX. Enfin, on dit qu’une variétéX surk
satisfait au principe de Hasselorsque

∏
v∈Ω X(kv) �= ∅ ⇒ X(k) �= ∅, oùΩ désigne l’ensemble des places dek etkv

est le complété dek env.

2. Surfaces de del Pezzo de degré 4

Soientq1 et q2 deux formes quadratiques homogènes en cinq variables, à coefficients dansk. NotonsX ⊂ P4
k la

variété projective définie par le systèmeq1 = q2 = 0 et supposons queX soit une surface lisse. La surfaceX est une
surface de del Pezzo de degré 4 ; réciproquement, toute surface de del Pezzo de degré 4 est isomorphe àX pour des
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NotonsS ⊂ P1

k le sous-schéma fermé d’équationf = 0 et{t0, . . . , t4} l’ensemble de ses̄k-points.
Pourt ∈ S, définissons une classeεt ∈ κ(t)�/κ(t)�2 comme suit. Soient[λ : µ] des coordonnées homogènes pout ,

avecλ,µ ∈ κ(t). CommeX est lisse, la quadrique d’équationλq1+µq2 = 0 possède un unique point singulier. SoiL

un hyperplanκ(t)-rationnel deP4
k ne contenant pas ce point. La restriction deλq1 + µq2 à l’espace vectoriel sous

jacent àL est une forme quadratique non dégénérée en quatre variables, à coefficients dansκ(t). Son discriminant ne
dépend pas deL ; on le noteεt .

Proposition 2.1. Le groupeBr(X)/Br(k) est un Z/2Z-espace vectoriel de dimensionmax(0, n − d − 1), où
n = Card{t ∈ S; εt �= 1} et d est la dimension du sous-Z/2Z-espace vectoriel dek�/k�2 engendré par les norme
Nκ(t)/k(εt ) pour t ∈ S.

Le principe de la démonstration est le même que pour [4, Theorem 3.19].
Nous aurons à considérer la condition suivante :
(�) le groupe Br(X)/Br(k) est trivial, le pointt0 estk-rationnel, on aεt �= 1 pour toutt ∈ S \ {t0} de degré au plus

surk, et enfin soitεt0 = 1, soit il existet ∈ S tel que l’image deεt0 dansκ(t)�/κ(t)�2 soit distincte de 1 et deεt .

Théorème 2.2. Admettons l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate–Shafarevich des courb
tiques surk. Si la condition(�) est vérifiée, la surfaceX satisfait au principe de Hasse.

Nous renvoyons à [7] pour l’énoncé de l’hypothèse de Schinzel et pour plus de détails sur le rôle qu’elle joue
type de questions. Le Théorème 2.2 constitue le cœur technique de cette Note. Avant d’en esquisser la dém
citons-en quelques conséquences intéressantes pour l’arithmétique des surfaces de del Pezzo de degré 4.

Corollaire 2.3. Admettons l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate–Shafarevich des courb
tiques sur les corps de nombres. La surfaceX satisfait au principe de Hasse dès que l’une des conditions suiv
est remplie:

(i) le groupeΓ agit 3-transitivement surS(k̄) (i.e.par le groupe symétrique ou le groupe alterné) ;
(ii) l’un desti estk-rationnel etΓ agit 2-transitivement sur les quatre autres;

(iii) exactement deux desti sontk-rationnels etBr(X)/Br(k) = 0 ;
(iv) tous lesti sontk-rationnels etBr(X)/Br(k) = 0.

Les surfaces de del Pezzo de degré 4 pour lesquelles tous lesti sontk-rationnels sont celles qui sont isomorphe
des intersections de deux quadriquessimultanément diagonales, c’est-à-dire définies par l’annulation de deux form
quadratiques diagonales.

Si l’on admet l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate–Shafarevich, le Théorème 2.2
rollaire 2.3 prouvent une grande partie de la conjecture de Colliot-Thélène et Sansuc selon laquelle toute s
del Pezzo de degré 4 telle que Br(X)/Br(k) = 0 satisfait au principe de Hasse (cf. [3]). Colliot-Thélène, Skorobo
tov et Swinnerton-Dyer [6, §3.2] l’avaient déjà démontrée pour des intersections de deux quadriquessimultanémen
diagonales« suffisamment générales » (en un sens explicite), sous l’hypothèse de Schinzel et la finitude des
de Tate–Shafarevich. Le Corollaire 2.3, restreint au cas (iv), généralise ce résultat. Les autres cas sont en
nouveaux. Il est à noter qu’une surface de del Pezzo de degré 4 « suffisamment générale » vérifie (i).

La preuve du Corollaire 2.3 à partir du Théorème 2.2 repose sur les trois faits suivants. Tout d’abord, il résu
démonstration de la Proposition 2.1 que

∏
t∈S Nκ(t)/k(εt ) = 1 dansk�/k�2. Ensuite, Coray [8] a établi que s’il exis

une extension finieK/k de degré impair telle queX(K) �= ∅, alorsX(k) �= ∅. En particulier, le cas (i) se ramèn
immédiatement au cas (ii). Enfin, s’il existet ∈ S de degré impair surk tel queεt = 1 et si Br(X)/Br(k) = 0, alorsX
satisfait au principe de Hasse. En effet, vu le résultat de Coray, il suffit de montrer queX ⊗k κ(t) satisfait au principe
de Hasse surκ(t) ; or les hypothèses entraînent d’une part que l’obstruction de Brauer–Manin à l’existence d’u
K-rationnel s’évanouit et d’autre part queX ⊗k κ(t) contient un pinceau de coniques, et Salberger [11] a dém
que les surfaces de del Pezzo de degré 4 admettant un pinceau de coniques satisfont au principe de Has
l’obstruction de Brauer–Manin ne s’y oppose pas.
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2.1. Principe de la démonstration du Théorème 2.2

Le point de départ est la construction suggérée par Swinnerton-Dyer dans [1, §6] et que l’on peut résume
suit. Pouri ∈ {0, . . . ,4}, notonsPi ∈ P4(k̄) l’unique point singulier de la quadrique d’équationλq1 + µq2 = 0, où
[λ : µ] sont des coordonnées homogènes pourti ∈ P1(k̄). D’après(�), le pointP0 estk-rationnel. L’hyperplanH ⊂ P4

k

contenantP1, . . . ,P4 est donc lui aussik-rationnel. PosonsH 0 = H \ ((X ∩ H) ∪ {P1, . . . ,P4}) et Y = {(x,h) ∈
X ×k H 0; x ∈ ThQh}, oùQh désigne l’unique quadrique contenantX et h et ThQh est l’espace tangent àQh enh.
La seconde projectionπ :Y → H 0 est propre et plate ; on peut donc parler de fibration en courbes de genre 1
fibration jouit des propriétés remarquables suivantes : la jacobienne de sa fibre générique admet un point
d’ordre 2, sa base est une variéték-rationnelle et ses fibres sont des sections hyperplanes deX. Par ailleurs, la premièr
projectionY → X admet une section rationnelle.

Swinnerton-Dyer et ses collaborateurs ont développé une technique pour étudier les points rationnels de
surfaces fibrées en courbes de genre 1 au-dessus deP1

k , lorsque la jacobienne de la fibre générique admet un p
rationnel d’ordre 2 (cf. [13,6,1,2]). À quelques hypothèses techniques près, la variante étudiée dans [1, §1–
s’applique à la restriction deπ au-dessus d’une droite suffisamment générale deH . Reprenant les arguments de
et de [2] en termes de modèles de Néron, nous obtenons d’abord un énoncé dans lequel ces hypothèses
n’apparaissent plus. Il en résulte, dans la situation qui nous intéresse, que pour établir l’existence d’un point
surY (et donc surX) en admettant l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate–Shafarevich des
elliptiques surk, il suffit d’exhiber une droite suffisamment généraleL ⊂ H et un pointh ∈ L(k) tels que la surfac
π−1(L) remplisse une condition du type « condition(D) » (cf. [6, §4]) et que la fibreπ−1(h) admette unkv-point
pour toutv ∈ Ω .

Pour les variétés munies d’un morphisme versP1
k dont chaque fibre singulière possède une composante irrédu

de multiplicité 1 déployée par une extension abélienne du corps de base, il est connu qu’en l’absence d’ob
de Brauer–Manin à l’existence d’un point rationnel, on peut trouver des fibres au-dessus de points rationneP1

k

comportant unkv-point pour toutv ∈ Ω , si l’on admet l’hypothèse de Schinzel (cf. [7, Theorem 1.1]). Nous géné
sons ce théorème au cas de variétés fibrées au-dessus dePn

k ; la démonstration utilise de manière essentielle un rés
récent d’Harari (cf. [10]). Dans la situation considérée ici, on obtient ainsi l’existence deh0 ∈ H 0(k) tel que la fibre
π−1(h0) soit lisse et admette unkv-point pour toutv ∈ Ω .

Nous définissons ensuite une version de la « condition(D) » pour la fibrationπ , dite condition (D) générique,
adaptée à l’ensemble des points deH 0 de codimension� 1. À l’aide du théorème d’irréductibilité de Hilbert, no
prouvons qu’elle implique l’existence de droitesL ⊂ H passant parh0 et telles qu’une version arithmétique de
« condition(D) » soit satisfaite pour la surfaceπ−1(L). Une étude délicate du lieu des fibres singulières deπ permet
enfin d’établir que sous l’hypothèse dek-rationalité det0 (qui est de toute manière nécessaire à la définition deπ ), la
condition(D) générique équivaut à(�).

3. Intersections lisses de deux quadriques dans Pn
k pour n � 5

Théorème 3.1. Admettons l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate–Shafarevich des cour
tiques sur les corps de nombres. Soitn � 5. Toute intersection lisse de deux quadriques dansPn

k satisfait au principe
de Hasse.

La conclusion de ce théorème est une conjecture de Colliot-Thélène et Sansuc (cf. [5, §16], [9]). Elle fut not
établie par Mordell (1959) pourn � 12 etk = Q, par Swinnerton-Dyer (1964) pourn � 10 etk = Q et par Colliot-
Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer (1987) pourn � 8 (cf. [4]).

Nous déduisons le Théorème 3.1 du Corollaire 2.3, cas (i), par la méthode des fibrations (cf. [4,12]). Le
suivant, appliqué àn = 5, constitue le point clé de la démonstration ; il montre que l’action deΓ sur l’ensembleS(k̄)

associé à une section hyperplane suffisamment générale d’une intersection lisse et de dimension 3 de deux
dansP5

k est 3-transitive (et même 5-transitive).

Proposition 3.2. SoitX ⊂ Pn
k une intersection lisse de deux quadriques, de codimension2 dansPn

k . NotonsD 	 P1
k

le pinceau des quadriques contenantX et Z = {(q,h) ∈ D ×k (Pn)�;q ∩ h est singulier}. La seconde projectio
k
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