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Résumé

Soitk un corps de caractéristiqyé 2 dans lequel-1 est un carré, et soit une algebre simple centrale sude degré 4. La
forme trace ded s’écrit de fagcon unique comme une somme (au sens de #itk)q4, 0U g2 (resp.q4) est une 2-forme de Pfister
(resp. une 4-forme de Pfister). Oya= 0 si et seulement sA est cyclique, ey = 0 si et seulement si.pA] = 0 dans Bc¢k).
Pour citer cet article: M. Rost et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

Thetraceform of acentral smplealgebra of degree4. Letk be a field of characteristic different from 2 containing a primitive
4-th root of unity. We show that the trace quadratic form of any central sifvalgebraA of degree 4 decomposes in the Witt
group ofk as the sum of a 2-fold Pfister forgy and a 4-fold Pfister formg4 which are uniquely determined by. The formgs; is
the norm form of the quaternion algebra Brauer-equivalent &y A, andgg4 is hyperbolic if and only ifA is a symbol algebra.
Tocitethisarticle: M. Rost et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
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1. Enoncédesrésultats

Dans cette Notek désigne un corps de caractéristique différente de 2, contenant un éféelaei? = —1.

Une m-forme de Pfister suk est un produit tensoriel de formes quadratiques binairés, a;). Nous poserons
(a1,...,an)) ={1,a1) ® --- ® (1, a,,). En particulier, la forme norme d’une algébre de quaternions (a, b); est
une 2-forme de Pfister : onigg = ((a, b)).

Soit A une algebre simple centrale de degré 4ksu®n noteg 4 : A — k la forme quadratique définie par

ga(x) =Trds(x%)  pourx € A.
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Théoréme 1. |l existe une2-forme de Pfisteg, et uned-forme de Pfisteg, surk telles que I'on aitgs = g2 + g4
dans I'anneau de WitW (k). Ces conditions détermineqs et g4 de maniére unique. De plus

(1) g2 estla forme norme de 'algébre de quaternions équivalente au sens de Braugy, &.

(2) Les formegy, etga sont toutes deux divisibles par la forme norme de toute extension quadratigusndénue
dansA.

(3) g2q4 =0dansW (k).

La démonstration sera donnée dans les §§2—4. Elle utilise de facon essentielle I'hypethése

RemarquePuisque les classes d'isomorphisme d’algébres simples centrales de degkésérsuranoniquement en
bijection avec I'ensemble de cohomolodié (k, PGLy) (voir par exemple [4, §29.B]), les formes etg4 définissent
des invariants de Witt de PGlau sens de [2]. De plus, les classes de cohomolegig) € H2(k, 7/27) etea(qa) €
H*(k,7/27) donnent des invariants cohomologiques de degré 2 et de degré 4 de PGL

Le Théoréme 1 permet de calculer les puissances extérielyggau sens de [2, p. 63]) :

Corollaire2. Pourj=1,...,15 onadansW (k) :

; 0 pourj pair,
)\,‘IqA = - .
ga pour j impair.
La démonstration sera donnée au 85.

Théoréme 3. La formeg, est hyperboliquéi.e. on ag4 = 0 dansW (k)) si et seulement si I'algébra est cyclique
(«symbol algebra); c’est-a-dire si elle est engendrée par deux élémentstels quevu = iuv.

Siu etv engendrent etvu = iuv, on au®, v* € k. De plusu® est non nul car sinon engendre un idéal bilatére
propre, et de méme’ + 0. Siu* = a etv* = b, l'algébreA est notéda, b); ;.

Si toute forme quadratique de dimension 9 kugst isotrope, le Théoréme 3 montre que toute algebre simple
centrale de degré 4 skrest cyclique. Ce résultat a aussi été démontré par Rowen [8, Theorem 1.1].

Exemple Supposons qué soit un produit tensoriel de deux algébres de quaternions

A= 01Q 0>. 1)

Alors g4 =ng, @ ng,. C'est une 4-forme de Pfister, donc la décomposition du Théoréme 1 vauyave0. Le
Théoréme 3 dit quel est cyclique si et seulementish, ® np, est hyperbolique. Des cas particuliers de ce résultat
se trouvent déja dans [5, p. 122], [7, 8§7], [9, (3.3)], [6, (7.3)].

De méme, lorsquel est lak’/k-norme d’'une algébre de quaternio@ssur une extension quadratiqiéede k,
alorsg> = 0 etg4 est la norme de la 2-forme de Pfistgs. Si Q = (a, b)y aveca, b € k' *, ceci montre ques =
{(N(a), N(b), T (a), T(b))) ouN etT désignent respectivement la norme et la trace de I'exteisj@n(lorsqueT (a)
ou T (b) est nul, cette formule doit étre remplacée paj « 0 »).

2. Réduction au casou I'algebre A est un corps

Si A n'est pas un corps, elle admet une factorisation de la forme (D)0gst une algébre de quaternions déployée.
Laformen o, est hyperbolique ; il en est donc de mémeygeDe plus, 'algébred ®; A est déployée, et est cyclique
car siQ1 = (a1, b1)i alorsA = (ay, b%)i,k. Dés lors, les théoremes valent avee= g4 = 0.

Dans la suite de cette Note, on suppose 4uest un corps.
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3. Construction dega

D’aprés un théoreme d'Albert [1, Theorem 11.9], I'algélreontient un sous-corps commutatif maxinkalqui
est une extension galoisienne de degré 4 dede groupe de Galois abélien élémentaire. (Cela résulte aussi du fait
gue A x A°P est I'algebre de Clifford paire d’'une forme hermitienne de rang 3 sur une algébre de guaternions, voir
[4, Exercise 4, p. 270].) Soient;, o2 et o3 les éléments non triviaux du groupe de GaloisKigk. On pose pour
j=1,2,3,

Kj={xe€A|xy=o0j(y)x pourtouty € K }.

Alors A=K @ K1 ® K» ® K3, et cette décomposition est orthogonale pour la fogmeOn désigne papo, ¢1, ¢2,
@3 les restrictions dg4 a K, K1, K2, K3 respectivement, de sorte que

GA=00® ¢1® 92 ® 3. 2

Lemme4. Pourx € K1 ety € K>, soit
bx,y)=A+ixy+ A —i)yx.
Alorsb(x, y) € K3 etez(b(x, y)) = p1(x)p2(y).
DémonstrationPourx € K1, y € K2 etz € K on axz = o1(z)x etyz = 02(2)y, donc(xy)z = o3(z) (xy) et (yx)z =
03(z)(yx). Par conséquenty € K3 et yx € K3, donch(x, y) € K3.
comme(1+i)2+(1—i2=0et(1+i)(1—i)=2,0onaTrdb(x, y)?) = 4 Trd(x2y?) car Trdxyxy) = Trd(yxyx)

et Trd(xy2x) = Trd(x%y?) = Trd(yx2y). Il suffit dés lors de prouver que 4Tocfy?) = Trd(x2) Trd(y?). Or,
x2,y%2 € K eto1(x?) = x2, 02(y?) = y2, donc

Trd(xzyz) =x%y° + al(xzyz) + az(xzyz) + 03(x2y2) = (x2 + az(xz))(yz + ol(yz))
tandis que Trdc?) = x2 + 01(x2) + 02(x2) + 03(x%) = 2(x2 + 02(x?)) et Trd(y?) = 2(y2 + 01(y?). O

Ce lemme montre que les formes, ¢2, 3 de rang 4 « permettent la composition ». D'aprés [3, Theorem 2.10], il
existe une 2-forme de Pfisteret des éléments, r» € k* tels que

p1={(r1) o, p2=(r2) ®9, p3=(r1r2) @ ¢.
La formeqs = (1, r1, r2, rir2) ® ¢ est une 4-forme de Pfister et I'Eq. (2) donne
ga=(po—¢)+qa  dansW (k). 3)
On montre dans la section suivante gue- ¢ est équivalente au sens de Witt & une 2-forme de Pfister.
4. Calcul de ¢
SoientLy, L les sous-corps d& fixés respectivement paf eto. On choisitay, a» € k tels queLy >~ k( /a1)
etLo~k(\/az). AlorsK = L1 ®; Ly et
@0 = ((a1, az)). (4)
Soit A1 le centralisateur dé; dansA. C’est une algébre de quaternions gyrcontenant.,, donc
Ar1= (a2, 01, pour un certairf € L.

Quitte a multiplier¢ par un carré dé 1, on peut supposer que sa trdgg,  (¢) est non nulle. Par ailleurs, la restriction
degu a Aq est le transfert pour la trace dg a k de la forme trace del;. CommeA; = K & K1, on en déduit

00D 1= (TLl/k)*(<2> «dz, E») Or, Yo = (TLl/k)*(<2) (<a2>)), donc
91=(Try/0)%((20) (@2)) = (2TLy/x (0)) (@2, a1N L,/ (0))).

Il en résultep = (a2, a1NL,/x(0))), donc, par (4)go — ¢ = (a1) ({a2, NLy/x(€))) dansW (k). Comme{(az, Nr,/x(0)))
=0, on a ausspg — ¢ = (a2, N1,k (£))) dansW (k). Dés lors, si 'on posg> = (a2, N1,/x(£))), 'Eq. (3) donne
qa =q2+qa.
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L'unicité des formesy, etgq résulte de [2, p. 49, Lemma 22.2].

Pour voir quey; est la forme norme de I'algébre de quaternions équivalente au sens de Bra@grA on utilise
A®y Ly =A1=(az, £)1, dans BfL1). En prenant la corestriction de; a k et en utilisant la formule de projection,
on en déduid ®; A = (a2, Nr,/k(£))x dans B(k), ce qui etablit I'assertion. [Variante : utiliser le fait que(g), vu
comme élément de B¢k), est égal a la classe de® A, cf. e.g. [4, p. 142].]

Si L est une extension quadratiqueideontenue dand, alorsA ®; L n'est pas un corps, donc le calcul du §2
montre que I'extension des scalaired. aend g, et g4 hyperboliques. Cela entraine qug et g4 sont toutes deux
divisibles par la forme norme de. Il en résulte quezg4 = 0 dansW (k), ce qui termine la preuve du Théoréme 1.

5. Démonstration du Corollaire 2

A toute forme quadratique, la formule

Mlq)=)_ /3 (q)

associe une série a coefficients d&ing), voir [2, p. 63]. Sig est unen-forme de Pfister avea > 2 on montre (par
récurrence sum) que 'on a:

om

1-—1¢ m
M(@)=1+1 2"

Par ailleurs, l'isométrig4 @ (1,1, 1, 1) >~ g2 ® g4 donne, par la propriété multiplicative des sérigs

At(qa) ')"l(<17 1,1, 1)) = At(q2) - 1e(qa).

116

Commegogs = 0 dansW (k) et ((1,1,1,1)) = (1+1)* = 1+ +*, on en déduik,; (ga) = 1+1¢ 11‘_12 (g2 + qa) + 118,
ce qui établit le corollaire.

6. Démonstration du Théoréme 3

Si A est engendrée par deux éléments tels quevu = iuv, la restriction dej4 au sous-espace vectoriel engendré

par 1,u2, v2 etu?v? est une 2-forme de Pfister L'orthogonal de ce sous-espace contient les élémentsuv, uv?,

uv3, u?v, qui engendrent un sous-espace totalement isotrope de dimension GdenrcdansW (k), ce qui montre
a la fois queg4 = 0 et queg = g. Pour établir la réciproque, on utilise la descriptiongdelonnée au 83,

qa=¢ D 91D 92 D @3,
et la formule du 84,
¢ = {(az,a1NL,/k (D))

La formeg, contient dondaz) ® ¢1 @ ¢3 comme sous-forme de dimension 9ggiest hyperbolique, cette sous-forme
est isotrope donc on peut trouver un élémeatk; @ K3 tel que

Trda (2%) = —4az. (5)

Soits € K tel ques? = ao. Alors o1(s) = 03(s) = —s, doncs anticommute aveg et commute avec?. Il en résulte
(s +2)? =az + 72 € k(z%) C k(z). Par ailleurs, (5) entraine Txd(s + z)?) = 0, donc

Ty ((s +2)%) =0. (6)

Par conséquent,(z%) # k. Comme le degré de I'extensidiiz)/k divise 4, le degré de(z2)/k est 2, et (6) entraine
(s +2)* € k. D’aprés le théoréme de Skolem—Noether, il existe un élémem * tel quev(s + z) = i (s + z)v. Cela
montre que l'algebrel est cyclique. Le Théoreme 3 est ainsi démontré.
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7. Involutionsunitaires

Conservons les hypothéses et notations du Théoréme 1, et supposons de glasioggte un anti-automorphisme
involutif = tel quer (i) = —i. Choisissons une telle involution et posonsS = {x € A | t(x) = x} etkp =k N S. Si
x € §,0Nn aqg(x) € ko. Larestriction dej4 a S est unekp-forme quadratique suf, que nous noterong, :

ge(x) =Trda(x*) eko  pourx € S.
La formeg, est une «o-forme » deg,4 : son image par I'applicatioW (ko) — W (k) est égale g 4.

Des méthodes semblables a celles utilisées ci-dessus établissent le résultat suivant :

Théoréme 5. |l existe une2-forme de Pfisteg, . et uned-forme de Pfisteys . sur kg telles queg; = g2+ + qa.«
dansW (ko). Ces conditions déterminess . etqs . de maniére unique. De plus

(1) g2, estla forme norme de 'algébre de quaternions équivalente au sens de Brauer a I'algébre discriminante de
(A, t) (voir [4, 810] pour la définition de cette algébre) ;

(2) g4 =0sietseulement sl est engendrée par deux éléments tels quer (u) = u, T(v) =v etvu =iuv.

RemarguePar extension des scalairek, des formes de Pfistep ; etgs . donnent les formeg etgs du Théoreme 1
cela résulte de l'unicité de la décompositign= g2 + qa.
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