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Résumé

Dans cette Note, nous prouvons une variante d’une conjecture énoncée dans la thèse de Chéritat. La preuve est ba
résultats annoncés par Inou et Shishikura, ainsi que sur des travaux plus anciens de McMullen et de Chéritat. D’après
Chéritat, cela permet de compléter un plan initié par Douady et de prouver l’existence de polynômes quadratiques dont l
de Julia est de mesure strictement positive.Pour citer cet article : X. Buff, A. Chéritat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Quadratic Julia sets with positive Lebesgue measure. In this Note, we prove a variant of a conjecture stated in the thes
Chéritat. The proof is based on results announced by Inou and Shishikura, and on earlier results of McMullen and of
According to Chéritat’s thesis, this allows us to complete a plan initiated by Douady and to show that there exist quadratic
mials having a Julia set of positive Lebesgue measure.To cite this article: X. Buff, A. Chéritat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341
(2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Forα ∈ R, we notePα the quadratic polynomialz �→ e2iπαz+z2, Kα its filled-in Julia set andJα its Julia set. Given
an irrational numberθ , we notetn = pn/qn the approximants ofθ given by the continued fraction algorithm. ForPtn ,
we can define repelling petals atz = 0. The quotient byPtn of the union of repelling petals is a cylinder isomorphic
C/Z called the Écalle repelling cylinder. The basin of infinity forPtn intersects the repelling petals and we callAn its
image inC/Z via the isomorphism. The height ofAn is the real number supZ∈An

Im(Z) − infZ∈An Im(Z).
In his thesis [1], the second author shows that the existence ofPα with a Cremer point and withJα of positive

Lebesgue measure would follow from the following two conjectures.

Conjecture 0.1. If θ is a bounded type irrational, the height ofAn is bounded independently ofn.

Adresses e-mail :xavier.buff@math.ups-tlse.fr (X. Buff), arnaud.cheritat@math.ups-tlse.fr (A. Chéritat).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.10.001
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Conjecture 0.2. If θ is a bounded type irrational, the area ofAn tends to0 asn tends to∞.

In this Note, we are able to prove those two conjectures under the additional hypothesis that all the coeffi
the continued fraction ofθ are larger than someN . This remains sufficient to conclude in the same way as in [1].

Our proof is based on the following results:

– if θ is a bounded type irrational, every point of the boundary of the Siegel disk ofPθ is a measurable deep poi
of Kθ [3],

– asn tends to∞, the Lebesgue measure ofKtn tends to that ofKθ [1],
– there is a class of maps introduced in [4] which is compact and invariant under some renormalisation op

We thank A. Douady and M. Shishikura for many discussions. We also thank M. Yampolsky for the parti
fruitful exchanges we had with him.

1. Introduction

Pourα ∈ R, on notePα le polynôme quadratiquez �→ e2iπαz + z2, Kα son ensemble de Julia rempli etJα son
ensemble de Julia. Étant donné un nombre irrationnelθ , on notetn = pn/qn les réduites deθ données par l’algorithm
des fractions continues. PourPtn , on peut définir des pétales répulsifs enz = 0. Le quotient de la réunion des péta
répulsifs parPtn est un cylindre isomorphe àC/Z appelé le cylindre d’Écalle répulsif. On appelleAn la trace du
bassin de l’infini dePtn dansC/Z via un isomorphisme avec le cylindre d’Écalle répulsif. La hauteur deAn est le réel
supZ∈An

Im(Z) − infZ∈An Im(Z).
Dans sa thèse [1], le second auteur montre que l’existence dePα ayant un point de Cremer et tels queJα soit de

mesure de Lebesgue> 0 découle des deux conjectures suivantes.

Conjecture 1.1. Si θ est un irrationnel de type constant, la hauteur deAn est bornée indépendamment den.

Conjecture 1.2. Si θ est un irrationnel de type constant, l’aire deAn tend vers0 lorsquen tend vers l’infini.

Dans cette Note, nous parvenons à démontrer ces deux conjectures sous l’hypothèse additionnelle que
cients de la décomposition en fraction continue deθ sont tous plus grands qu’un certainN . Ceci reste suffisant pou
conclure de la même manière que dans [1].

Nous verrons que sous cette hypothèse, la première conjecture est une conséquence immédiate de résu
cés par Inou et de Shishikura [4]. Nous allons expliquer comment démontrer la deuxième conjecture en co
des résultats de McMullen [3], de la thèse du second auteur [1], et des résultats annoncés par Inou et Shish

Nous remercions A. Douady et M. Shishikura pour de nombreuses discussions. Nous remercions é
M. Yampolsky pour les échanges particulièrement fructueux que nous avons eu avec lui.

2. Prérequis

Soit θ ∈ R un irrationnel de type constant. Le polynômePθ : z �→ e2iπθz + z2 est linéarisable en 0. On note∆θ son
disque de Siegel. Le résultat de McMullen que nous utiliserons est le

Théorème 2.1 (McMullen [3]). Pour tout ρ < 1 et tout z ∈ ∂∆θ , il existe ε0 > 0 tel que pour toutε < ε0,
Leb(D(z, ε) ∩ Kθ) � ρ · Leb(D(z, ε)), oùLeb est la mesure de Lebesgue surC.

On sait queKtn → Kθ pour la topologie de Hausdorff sur les compacts deC [2]. Le résultat du second auteur q
nous utiliserons est le

Théorème 2.2 (Chéritat–Jellouli [1]). Lorsquen tend vers+∞, Leb(Ktn) → Leb(Kθ ).
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Exposons maintenant les résultats annoncés par Inou et Shishikura [4]. On considère le polynôme cubiquQ(z) =
z(1 + z)2. Ce polynôme a un point fixe multiple en 0, un point critique en−1/3 qui s’envoie sur−4/27, et un
deuxième point critique en−1 qui s’envoie sur 0. Dans toute la suiteR = e4π etv = −4/27. SoitU l’ouvert défini par
U := Q−1(D(0, |v|R)) \ (] − ∞,−1] ∪ B), où B est la composante connexe deQ−1(D(0, |v|/R)) qui contient−1.
Étant donnéα ∈ R/Z, on considère la classe

Fα :=
{

f = Q ◦ ϕ−1 :Uf → C avec
ϕ : U → Uf isomorphisme tel que

ϕ(0) = 0 etϕ′(0) = e−2iπα

}
.

Remarque 1. L’ensembleFα s’identifie à l’espaceSα des applications univalentes dans le disque unité fixant 0
dérivée e−2iπα , qui est compact.

Une applicationf ∈ Fα fixe 0 avec multiplicateur e2iπα . L’applicationf :Uf → D(0, |v|R) est surjective. Ce n’es
pas un revêtement ramifié. L’applicationf a une valeur critique env = −4/27.

Théorème 2.3 (Inou–Shishikura [4]). Toutf ∈ F0 a un point fixe en0 de multiplicité2. Il existe un pétale attracti
Patt,f et une coordonnée de FatouΦatt,f :Patt,f → C tels que:

(i) v ∈Patt,f , Φatt,f (v) = 1 etΦatt,f (Patt,f ) = {Z;Re(Z) > 0} ;
(ii) si on poseVf := {z ∈Patt,f ; Im(Φatt,f (z)) > 0 et0< Re(Φatt,f (z)) < 2} etWf := {z ∈ Patt,f ; |Im(Φatt,f (z))| <

2 et 0 < Re(Φatt,f (z)) < 2}, alors, pour toutf ∈F0 et pour toutk > 0,
– l’unique composante connexeV −k

f def −k(Vf ) qui contient0 dans son adhérence est relativement comp

dansUf etf k :V −k
f → Vf est un isomorphisme et

– l’unique composante connexeW−k
f de f −k(Wf ) qui intersecteV −k

f est relativement compacte dansUf et

f k :W−k
f → Wf est un revêtement de degré2 ramifié au dessus dev.

Remarque 2. Le domaineUf contient une case d’échiquierparabolique: la réunion pourk � 0 desV −k
f et des

f k(Vf ). Elle est invariante parf , adhère à 0, et la coordonnée de Fatou attractive s’y prolonge en une fo
univalente d’image le demi-plan supérieur. De même,Uf contient une case qui s’envoie sur le demi-plan inférieu

Il suit alors facilement de la compacité deF0 qu’il existe des entiersk0, k1 � k0 − 2 etN tel que si 0< α < 1/N ,
alors pour toutf ∈ Fα , on peut definir un pétale perturbéPf (pertubation de la réunion des pétales attractif
répulsifs) et une coordonnée de Fatou perturbéeΦf :Pf → C avec

(i) v ∈Pf , Φf (v) = 1, Φf (Pf ) = {Z ∈ C;0< Re(Z) < 	1/α
 − k1} et Im(Φf (z)) → +∞ quandz ∈ Pf → 0 ;
(ii) si Vf etWf sont définis comme dans le Théorème 2.3, alors pour 0� k � k0

– l’unique composante connexeV −k
f def −k(Vf ) qui contient 0 dans son adhérence est relativement com

dansUf etf k :V −k
f → Vf est un isomorphisme,

– l’unique composante connexeW−k
f de f −k(Wf ) qui intersecteV −k

f est relativement compacte dansUf et

f k :W−k
f → Wf est un revêtement de degré 2 ramifié au dessus dev et

(iii) V
−k0
f ∪ W

−k0
f ⊂ {z ∈Pf ;2< Re(Φf (z)) < 	1/α
 − k1 − 2}.

Inou et Shishikura obtiennent alors aisément le

Théorème 2.4 (Inou–Shishikura [4]). Sif ∈Fα avec0< α < 1
N

, l’application

Φf ◦ f k0 ◦ Φ−1
f :Φf

(
V

−k0
f ∪ W

−k0
f

) → Φf (Vf ∪ Wf )

se projette viaZ �→ z = − 4 e2iπZ en une applicationR(f ) ∈ F−1/α .
27
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La construction que nous venons de décrire fonctionne également pour les polynômes quadratiquesPα avecα > 0
suffisamment proche de 0 (la seule différence étant que la valeur critique du polynômePα n’est pas normalisée e
−4/27). Dans toute la suite,N est choisi suffisamment grand pour qu’une applicationf qui est soit un polynômePα ,
soit un élément deFα , admette une renormaliséeR(f ) ∈F−1/α .

3. Plan de la démonstration des conjectures

Nous supposons dorénavant queθ est un irrationnel de type constant dont la fraction continue n’a que des c
cients plus grands queN et que lestn = pn/qn sont les réduites deθ . D’aprés ce qui précède, nous pouvons défi
des suites de renormalisées(fj )j�0 et (fj,n)0�j�n par

f0 := Pθ , fj+1 := s ◦R(fj ) ◦ s−1, f0,n := Ptn et fj+1,n := s ◦R(fj,n) ◦ s−1,

la conjugaison pars : z �→ z̄ étant introduite pour que le nombre de rotation à l’origine reste entre 0 et 1/N . L’appli-
cationfn,n a son nombre de rotation égal à 0.

Commençons par démontrer la Conjecture 1.1. Lan-ième renormaliséefn,n du polynômePtn appartient àF0. Le
cylindre d’Écalle répulsif dePtn s’identifie naturellement à celui defn,n. Les points deAn correspondent à des poin
qui ne sont pas attirés par 0 sous itération defn,n. Or, pour toutf ∈ F0, l’ensemble des points dont l’orbite n’est p
attirée par 0 a une image de hauteur bornée dans le cylindre répulsif. Par compacité deF0, il y a une borne uniforme
ce qui montre la Conjecture 1.1.

Venons-en maintenant à la démonstration de la Conjecture 1.2. On peut définir un échiquier paraboliq
l’intérieur de l’ensemble de Julia rempliKtn . Dans chaque composante du bassin immédiat, il y a deux cas
adhèrent au point fixe 0. Il y a donc en tout 2qn cases d’échiquier qui contiennent 0 dans leur bord. On appelFn

la réunion de ces 2qn cases. La projection deFn dans le cylindre d’Écalle répulsif est la réunion de deux disq
topologiques pointésD+

n et D−
n , chacun voisinage d’un bout du cylindre. D’après la Remarque 2, on peut égal

associer àfn,n deux cases d’échiquier parabolique. La projection de ces cases dans le cylindre d’Écalle
s’identifie alors avec les mêmesD+

n etD−
n .

Lemme 3.1. Quel que soit le voisinageU du disque de Siegel fermé̄∆θ , �Fn ⊂ U pourn assez grand.

Nous esquisserons la démonstration de ce lemme dans la section suivante.

Corollaire 3.2. Pour toutε > 0, si n est assez grand et siw ∈ An, il existe un disqueDw centré enw, disjoint de
D+

n ∪ D−
n et tel queLeb(Dw ∩ An)/Leb(Dw) � ε.

Démonstration. Soit w ∈ An, Un ⊂ ∆θ un pétale répulsif pourPtn et Φn :Un → C une coordonnée de Fatou rép
sive. On posez := Φ−1

n (w) et zk := P k
tn
(z). SoitC = sup|P ′

θ | sur∆θ . Alors ∀δ0 > 0, pourn assez grand,∃k tel que
δ := d(zk,∆θ ) ∈ [δ0/2C,δ0]. D’après le Lemme 3.1, pourn assez grand,B := D(zk, δ/2) éviteFn qui est invariant
par Ptn et contient l’ensemble postcritique dePtn . On peut donc tirer en arrièreB le long de l’orbite, jusqu’àz et
éventuellement au delà pour rentrer dansUn, puis composer parΦn. On obtient une application univalente deB à
valeurs dans le complémentaire deD+

n ∪ D−
n . D’aprés le Théorème 2.1, siδ0 est petit, la densité deKθ dansB est

élevée. D’aprés le Théorème 2.2 et commeKtn → Kθ , il en est de même de la densité deKtn dansB si n est assez
grand. Le résultat suit du lemme de distortion de Koebe, quitte à prendre une boule plus petite.�
Démonstration de la Conjecture 1.2. Rappelons quefn,n ∈ F0. Par compacité, le complémentaire deD+

n ∪ D−
n est

donc de hauteur bornée indépendamment den. On en déduit (en extrayant un recouvrement à l’aide d’un lemme
Vitali) que l’aire deAn tend vers 0 quandn tend vers+∞. �
4. Démonstration du Lemme 3.1

Pour toutj � 0 nous allons définir un ouvertUj et pour toutn � j , nous allons construire des ouvertsUj,n tels
que
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– Uj,n contienne l’ensembleFn quandn � j + 1 et
– �Uj,n tende vers�Uj au sens de Hausdorff quandn → ∞.

Nous montrerons ensuite que pour toutε > 0, si j est assez grand,Uj est contenu dans leε-voisinage de∆̄θ . Ceci
complètera la démonstration du Lemme 3.1.

Pour 0� j � n, posons

φj,n := − 4

27
s ◦ exp◦2iπΦfj,n

.

Si N est assez grand, on peut définir sur le pétale perturbéPfj,n
une branche inverseψj,n deφj−1,n à valeurs dan

Pfj−1,n
(il y a plusieurs choix possibles). L’application

Ψj,n := ψ1,n ◦ ψ2,n ◦ · · · ◦ ψj,n

est alors une application univalente dePfj,n
à valeurs dans le plan du polynômePtn .

On définitPj,n (resp.P ′
j,n) par Re(Φj,n(z)) ∈]0, aj+1 − k1 − 1[ (resp.]1, aj+1 − k1[), oùaj+1 est lej + 1-ème

coefficient du développement deθ en fraction continue. Alors,fj,n :Pj,n → P ′
j,n est un isomorphisme. Posons

Qj,n := Ψj,n(Pj,n), Q′
j,n := Ψj,n(P ′

j,n), Dj,n := V
−k0
fj,n

∪ W
−k0
fj,n

,

D′
j,n := f

aj+1
j,n (Dj,n), Cj,n := Ψj,n(Dj,n) et C′

j,n := Ψj,n(D
′
j,n).

Les contraintes imposées àk0 font queDj,n ⊂ Pfj,n
etD′

j,n ⊂ Pfj,n
.

Lemme 4.1. L’application Ψj,n conjuguefj,n :Pj,n → P ′
j,n à P

qj

tn
:Qj,n → Q′

j,n et elle conjuguef
aj+1
j,n :Dj,n →

D′
j,n à P

qj+1
tn

:Cj,n → C′
j,n.

Démonstration. Cette propriété est vraie localement près de 0 où les applications sont voisines de rotations.
donc vraie globalement par prolongement analytique.�
Lemme 4.2. Pourn � j + 1, l’ensembleFn est contenu dans la réunion

Uj,n :=
qj+1+�qj⋃

k=0

P k
tn
(Cj,n)

où � := k0 − k1 − 3.

Démonstration. L’application fn,n appartient àF0. D’après le Théorème 2.3 et la remarque qui suit ce théor
l’application fn,n possède deux cases d’échiquier parabolique. NotonsF ′

n l’adhérence de la réunion de ces de
cases. Le pétale perturbéPfn−1,n

contient un ensembleF ′
n−1 qui s’envoie homéomorphiquement surF ′

n parφn−1,n.
On peut alors définir, pourm � n− 1, F ′

m−1 := ψm,n ◦ψm+1,n ◦ · · · ◦ψn−1,n(F
′
n−1). L’ensembleF ′

0 := Ψn−1,n(F
′
n−1)

est la réunion de 2 cases adjacentes de l’ensembleFn (parmi les 2qn cases). Nous allons montrer que pour t
k � qj+1 + �qj , P k

tn
(F ′

0) ⊂ Uj,n. CommeFn = ⋃
k�qj+1+�qj

P k
tn
(F ′

0), il s’ensuit queFn est contenu dansUj,n.
Pour ce faire, il suffit d’observer que

(i) si z ∈ Dj,n, si z′ = φj,n(z) et sifj+1,n(z
′) appartient au domaine de définition defj+1,n, alors il existeb ∈ Z,

b � � tel que(fj,n|Pj,n
)b ◦ (f

aj+1
j,n |Dj,n

)(z) ∈ Dj,n ;
(ii) les points deF ′

n ont une orbite infinie parfn,n et donc, les points deF ′
j+1 ont une orbite infinie parfj+1,n qui

reste dans le domaine de définition defj+1,n ;
(iii) il suit de (i) et (ii) que l’orbite parfj,n d’un point deF ′

j rentre dansDj,n en au plusaj+1 +� coups puis y repass
une infinité de fois, deux passages consécutifs étant distants d’au plusaj+1 + � coups ;

(iv) il suit de (iii) et du Lemme 4.1 que l’orbite parPtn de tout point deF ′
0 rentre dansCj,n en au plusqj+1 + �qj

coups puis y repasse une infinité de fois, deux passages consécutifs étant distants d’au plusqj+1 + �qj coups.

Ce qui prouve le Lemme 4.2.�
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Quandn → +∞, les polynômesPtn tendent versPθ , les applicationsfj,n tendent vers les applicationsfj , les
ensemblesCj,n, Dj,n, . . . ,Uj,n tendent vers des ensemblesCj , Dj, . . . ,Uj définis de manière analogue. Il ne re
plus qu’à montrer que pourj assez grand, l’ouvert

Uj :=
qj+1+�qj⋃

k=0

P k
θ (Cj )

est contenu dans un petit voisinage de∆̄θ .
Posons

D′′
j := f

aj+1+�

j (Dj ) ⊂ Pj ∩P ′
j ⊂ Pfj

et C′′
j := Ψj (D

′′
j ).

D’après le Lemme 4.1,C′′
j = P

qj+1+�qj

θ (Dj ). Commençons par montrer queC′′
j est contenu dans un petit voisina

de ∆̄θ pour j grand. Les points deD′′
j images parΨj de points contenus dans le disque de Siegel∆fj

de fj sont
dans le disque de Siegel∆θ dePθ . Ils ne posent donc pas de problème. Les∆fj

contiennent un disqueD(0, r) de
rayon indépendant dej (carθ est de type borné), donc il existe un anneau contenu dansPfj

qui a un module minoré
indépendamment dej et qui isole les points deD′′

j \ ∆fj
. L’applicationΨj est univalente surPfj

. On peut applique
le lemme de distortion de Koebe pour conclure queC′′

j \∆θ est de diamètre comparable à la distance entre deux p

du bord de∆θ contenus dansC′′
j et qui s’envoient l’un sur l’autre parP

qj

θ .

Les points deUj \ ∆θ sont des préimages des points deC′′
j \ ∆θ par des branches inverses deP k

θ , k � qj+1 + �qj .

Or, le nombre de valeurs critiques deP
qj+1+�qj

θ dansΨj (Pfj
) est égal au nombre de valeurs critiques def

aj+1+�

j

dansPfj
. Ce nombre est majoré paraj+1 et commeθ est de type constant, il est majoré indépendamment dej . Une

variante du lemme de distortion de Koebe pour les revêtements ramifiés permet de conclure que les points dUj \ ∆θ

sont à une distance de∆θ inférieure à

M · sup
z∈∂∆θ

d
(
z,P

qj

θ (z)
)

oùM est une constante qui ne dépend pas dej . La démonstration du Lemme 3.1 est complétée puisque ce supre
tend vers 0 lorsquej tend vers+∞.
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