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Résumé

Dans cette Note on établit une formule intégrale approchée permettant I'évaluation des champs électromagnétiques en un poi
de I'espace-temps a partir de valeurs relevées sur la suffaten polyédre. Le résultat conduit & des calculs localisés en temps,
découpés géométriquement en espace selon des parties adaptable$ dptimisables en fonction de I'éloignement du point.
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Abstract

On an approximation of propagated fields by the non-stationary Maxwell’'s equations, homogeneous, outside a bounded
domain. This Note is devoted to obtaining an approximate integral formula giving the value of the electromagnetic field at a space—
time point from values measured on a polyedral surfac&he main result leads to time-localized calculations, geometrically split
in space along the adaptative parts/gfand optimisable as a function of the point’s distarecite this article: V. Mouysset,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Starting from a scattering problem represented by Maxwell’s equations in the three space dimensions, surrounding
all source terms and all scatterers in a polyedral zonR%fotedP, and solving this system in a bigger bounded
domain using any time method, one wants to evaluate numerically, in the complementary exterior region of this
domain, values of the solution to this problem. To any given coupl®) of the space—time domaiR* x P, this
Note provides an efficient formulation, time localized and space split (along some subdi¥jsior- 1, ..., n) of
F in sub-surfaces), called approximate integral formulawhich gives a means of computing the electromagnetic
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fields E and H (electric and magnetic fields, respectively) from those chosen on a given siiféoderior toP)
called the Huygens’ surface.

This problem is expressed in Eq. (1) whefie= (n x H)Sx and fg = —(n x E)§x (with n the exterior normal
to P). In order to give the main results, some (geometrical) notations have to be introduced: foeehch., n and
eachX € R3, letn; be the value of among eacl¥;, X? a given point on%;, d; = |X? — X|, t; the exterior unitary
normal to theX centered sphere of radids at a given pointX; (o;), the projection ofX on the intersection of this
sphere, and the expansion B8f to a planP;, ands; a vector colinear tm; x t;. Let t? be the normalized vectdy
at pointX?. Thus, assuming th&k¢ has the property described in Definition 2.1, the main result is expressed in the
following theorem:

Theorem 0.1.For any couple(r, X), wherer € RT and X belongs to the complementafp¢) of P, solution to(1) is
given by formulg?2), where for eachi =1, ..., n, §; stands for the diameter ¢f;.

The proof of this theorem relies basically on four points. First, a well-chosen set of vectegularize functions
(fE, fu) into (ff, f;;) defined in (3), with supports translated by;, for ¢ > 0 small enough, by convoluting with
a regularization of Dira@®. Then, splitting the solution to the new, regularized problem (4) among £adhat is
guaranteed by a good choicewf(i = 1,...,n), leads to Eq. (5) giving the solution to (4) with respectfi{n f;;,
the kernel of the d’Alembert’s equatiofp, and the comatrix to Maxwell’'s equati@fO M. Then, we express (5) in a
new coordinate system (given for eagh) associated to the new vector basis (€aM become£ OM; in (6)), and
simplify according to the results of Lemmas 4.1 and 4.2. Then maked to O to obtain a first suitable expression
of the solution to problem (1). Finally, formula (2) is given by a Taylor expansion to order 0, smooth with respect to
the homogeneous quantity sg@l;) ~1z;), assuming that the error introduced is iisOp {sup.cr (dl.‘lr,-)z}) with
l7i| < 6.

Many choices of the ‘sub-faced; (i =1, ..., n) are possible; formula (2) gives the opportunity either to enlarge
the ‘sub-faces’ (and reduce their number)i§ is ‘far’ from F, or to shrink them to bringl ‘close’ to F. Both
approaches are validated by numerical examples in [2].

1. Introduction

Cette Note traite d’'un probléme posé par I'évaluation numérique, en un point donné de I'espacestaings
R+ x R3, des champs électrique et magnétique (notés respectivefremit ) résultant d’'un probléme de diffraction
par un ou plusieurs obstacles, en présence de source(s), dans un milieu homogéne. Dans le cadre le plus général, ot
éléments présentent une complexité importante (de géométrie ou de composition), I'emploi de méthodes numériqu
volumiques de résolution (telles que les différences finies, les volumes fiigst pépondérant. Cependant, le co(t
et I'erreur d’approximation liés a ces méthodes croit avec la taille du domaine de calcul. Ainsi, lorsqu’on souhaite ob
tenir le champ électromagnétique en un point quelcordfuextérieur au volume minimal requis par I'implémentation
de la méthode numérique, une extension du domaine de calcul devient nécessaire. La réalisation de cette opératiol
la précision du résultat s’averent alors difficiles a garantir. Pour éviter ces inconvénients, des formules d’extrapola
tion, dites «de rayonnement », ont été mises au point. Le principe est d’obtenir une approximation du champ propag
en dehors d’'un volume donné, a partir de la connaissance des traces tangentigllesHlesur le bord de celui-ci
(appelé surface de Huygens).

Supposons que toutes les sources et les objets diffractants peuvent étre contenus dans urfpdiy@&drede
frontiere F et de normale extérieure unitaire La problématique posée est alors décrite par la recherche d'une
résolution approchée du probléme extérieur suivant :

(py [HE-VxH=fg,
H+V x E=fy,

ol fg =(nx H)sr et fy = —(n x E)§F sont les champs tangents relevés sur la sutfacéy désignant la mesure
de Dirac portée par une surface localement intégrable
Principalement utilisée par les électromagnéticiens, et a la base de la plupart des autres formules de rayonneme
la formule dechamp lointainde Yee [6] utilise un développement au premier ordre gh(# représentant la distance
de X a la surface de Huygens) d’'une écriture de la solution des équations de Maxwell, homogénes, fréquentielle:

(t, X) e Rt x P, 1)
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a partir de potentiels provenant du noyau de I'équation des ondes vectorielle [3]. Lexpression temporelle de celle-Ci
s’obtenant a I'aide d’un relévement formel par tansformée de Fourier inverse. D’'une grande efficacité numérique, ef
précis pour le calcul du champ lointain, ce type de formules n’est cependant valable que sous la ecbrdiofy A

ou D désigne la longueur caractéristique de la surface considérida édngueur d’'onde du signal. Dans les autres

cas, on arecours soit a I'extension du domaine de calcul, soit & des formules de rayonnemerttrderpgeochéct.

[1] pour bibliographie). Essentiellement construites sur le méme procédé mais intégrant des termes d’ordres supérieul
(en 1/d? ou 1/43) provenant de développements similaires, elles permettent de lever la singularité dans I'équation
intégrale par l'utilisation du schéma numérique. Bien que de meilleure précision, ces formules s’averent cependan
beaucoup moins efficaces (colteuses, instables).

Le résultat présenté dans cette Note propose un autre type de formule de rayonnement, indépendante du schéi
numeérique choisi dont I'évaluation de I'erreur se fait suivant des quantités homogenes. Partant d’'une écriture pouvan
étre assimilée a celle des potentiels retardés [4],famaule intégrale approchéest ainsi établie. Le principe est
d'utiliser le couplage espace—temps a partir d’'une écriture de la résolvante des équations de Maxwell instationnaires
et d'en proposer une approximation selon un critere homogghéces quantités s’interprétant soit temporellement,
soit spatialement). En considérartcomme une dimension caractéristique Siides regroupements d’éléments d’une
méme face pourront étre éffectués afin d'optimiser les performances numeérique de la formule. Il sera ainsi possible d
jouer sur la taille de ce découpage afin de pouvoir traiter efficacement aussi bien des points lointains (regroupement
importants) que proches (regroupements plus fins), tout en assurant un contréle de I'erreur commise.

2. Surface admissible et surface de Huygens

Etant donné la surfac&, pour établir la formule intégrale approchée, il est nécesaire de découper I'espace d'in-
tégration (selorX) en des «sous-faces» notéEs(i = 1, ..., n). L'objectif étant de remplacer I'intégration spatiale
compléte en une sommation sur €5 des permutations entre sommations sur les faces et dérivations doivent étre
rendues possibles. Pour cela, on caractérise au préalable les surfaces permettant I'écriture de (5) dans un cadre p
général que les polyedres s@xes.

Définition 2.1. Soit un polyédreP dansR? de frontiéreF. On noteP¢ le complémentaire d®. Enfin, on suppose
queF est découpée en sous-faces fermge€ =1, ...,n) (F =J; F), vérifiant :

(i) Vi#j,Intz(F; NF;) =0, ouIntr(A) est lintérieur ded C F pour la topologie induite suf,
(i) F; estune face ou une «sous-face », donc posséde une nernfatetante aP) constante suf;.

Alors, une telle surfac# sera appeléadmissiblesi elle vérifie les hypothéses suivantes :

(H1) il existe des ouvert¥; (j =1,...,N) (avecN > n) de R3 tels quer_Vj =R3 etvi,3j,F CV; (par
renumérotation on indexera pales ouverts); vérifiantF; c V;),

(H2) il existe des vecteuns (i =1,...,n) tels que
(i) Vxoe Fi, {xo+kvi, 0<k <1} C P°,
(i) il existe o > O tel queVe € 10, go[, 38(¢) >0, Vi # j, AP N Aj = et tel quevi, A7 CV;, 00U A] =

Uxe{xo+evi, xoeFi} B(x,é(¢e)).

Remarque 1.Une telle définition permet d’assurer que le domaine extérieur au volume délimife @&a propriété
definite tiling définie dans [5], propriété treés utile dans les probléemes de scattering.

3. Formule intégrale approchée

On désignera palf; la matrice identité deC¥, et pour toutu vecteur deC2 par u x Ig 'opérateur (v, w) €
C3xC3 (uxv,;uxw)eC3xC3 ouux désigne I'endomorphisme produit vectoriel ddits

Théoréme 3.1. SoitP un polyedre de surface extérieufe= | J; 7; admissible ¢onformément a la DéfinitioR. 1).
Alors, pour tout pointz, X) € RT x P¢, la solution deg(1) est donnée par
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E _ 1 fo 0 -I3 0_ 40 n; x o, H _
BTl 2)ettad (B p-eo
R

1 Joo (0 -Is 0. +0 . n; x H _
+Fdi2{tix(]13 0)+3tixtix116—2n,xn,x]16 —(n; % E) (t—d;,")
1 t—d; 8 2
0.0 e n; x H , ‘ %
+—4”di3 / {3t] x t7 x Ig — 2n; x n; x Ig} <_(ni 9 E)>(S’ )ds:| ds; +O<(s?pdi) ) )

0

ou, pour touti, dS; est I'élément de surface d€, n; la normale unitaire aF; sortant deP, d; est la distance d'un
—_—
point X? quelconque deF; a X, t° = (d;) "1 X°X, ets; est le diamétre de;.

Les termes vectoriels obtenus dans (2) étant géométriquement descriptibles, la solution est alors indépendante
systéme de coordonnées choisi; son implémentation (intégration shy &sapproximations temporelles) utilise le
schéma numérique de résolution choisi pour (1).

Remarque 2. Les termes edlfl de (2) correspondent & la formule de champs lointains de Yee [6].
4. Ebauche de la démonstration du Théoréme 3.1

Soit(r, X) € RT x P¢, un point de 'espace—temps ou est évaluée la formule intégrale approchée. Les solutions de
(1) sont toujours supposées de classe au n@irans un voisinage ouvert de X).

Soiti € {1,...,n}. P; désigne le plan contenatf;. On se donne un point de référenKé e Fi,etS(X) la
sphere de centr¥ et de rayonX? — X|. Soientn; une normale unitaire ®;, o; € [0, 27[ une abscisse curviligne
décrivantP; N S;(X) de représentation associgg t; la normale unitaire sortante® (X) au pointX;(o;), etr; la
projection orthogonale di surP;. Le vecteurt; au pointXlQ sera alors noté?. Un point M e P¢, représenté par
(x1, x2, x3) dans un repére cartésien Bé, est alors désigné par le triplet;, o7, 7;), ol o; est I'abscisse curviligne
de la projection dé/ surP; N S;(X), avec

xe = (Xi(01)), + @)t (Xi(0y) — X), + i —up)Mie, kefl, 23},

oup;=t;-n; etd; = |X? — X]. Un tel changement de variables induit naturellement un repére orthogonal direct
(ri,s,n;))ous =n; xr;,si X? € F; est choisi tel que; # £1. On peut démontrer que la formule (2) se prolonge,
continlment sur tout chemin, au cas= +1.

18,00

Fig. 1. Systeme de coordonnées locales.
Fig. 1. Local coordinate system.
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Pour toute > 0 assez petit, a I'aide d’une fonction partition de I'unit& on introduit les fonctionsf;; et f;;,
définies par :

fe= <Z[(ni x H)8p, ] *x) Yev; *(x) §0‘9>, fn= _<Z[(ni x E)8p, ] *(x) Yev, #(x) <.08>- ®3)
i i
Le probléme(P) est alors la limite em — 0 (au sens des distributions) du probléme régulaisé :
» HE® —V x H® = f£,
(Pe) \o,H® +V x E* = f,
Pour ce nouveau probleme il est alors immédiat de constater que I'expression de la g@ltitigri), en un point
(t, X) e RT x P¢, peut se décomposer en une somme d’éléments sur les sous-faces,

(t, X) e RT x PC. (4)

s

Eé‘ &€
<H8> X)) = / Zo(t—s5, X —-Y)COM / <;§>(r Y)drdsdy, (5)
(5,Y) 0 H
Z5 désignant le noyau de Green du d’alembertieit,@i\ la comatrice associée au systeme de Maxwell. Par utili-
sation de la forme d¢. et f},, et en désignant p&OM; I'eécriture (apres simplification) déOM dans(r;, s;, n;),
il vient la décomposition :

o ROT; 0 ROT; —%]Ig
coMi= ( 0  ROT i) ( 23 ROT; )’ ©)
ou
Vi-ris 9 1 @ 9
ROT; =+—— — —I3+n; x —1I3,

— x —I3+ — X —
JiIsil do; [1_ p2lril 9n an;
14

et J; désigne le jacobien du changement de variables.

Le point clé de la démonstration est alors de regrouper de maniére judicieuse les termes de dérivatignogn
et n; dans I'écriture de(E®, H®) au point(z, X), puis d'évaluer les différentiations successives en ces variables
appliquées &, dans (5). Pour cela on utilise les résultats des deux lemmes suivants :

Lemme 4.1. Soienty I'application deC> (R*) définie pary : (s, Y) — (t —s, X — Y), et 2; le sous-domaine de
R x R3 défini pars2;, = {(s, 7, 01, ;) € 1t + A, +00[ x [—d; + A, +00[ x [0, 27[ x R} pour A > 0 quelconque donné.
Alors, pour toute fonction réguliérg telle queSuppf C 2, on a:

0
/(Zz o y)(s, Y)gf(& 7j, 07, ;) ds dt; do; dng; = 0.
1
Lemme 4.2. Soit f une fonction réguliére telle quBuppf C 2, alors:

= Vu e {z, ni},

Y(t —s —a(t,n)) 9
/ (s =l 10) 9 b o o ) ds o dog diy
AT, n;i) I

:/ da(zi, mi) f(s, 7,00, 1)
i Ara®(ti,mi)

Z(s, ti, n;) ds dt; do; dn;,

- Y(u,v) € {t;, ni}%,
/Y(r —s —a(t,n)) 92

e E— mf(s,ti,o,-,m)dsdri do; dn;
s 11

da(z;, n;) da(ri, n;) 6(t —s —a(t;,n;)) 0
= —f@s, T, 00,m;)
o ov dro(t, n;) ot
f(s. w00, m:) 2 Oda(ri,mi) da(zi,mi) 32a (i, ;)
Ara?(ti, i) La(ti,n)  Op v N

}Z(S, T, 77i)> ds dz; do; dn;,
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ola(ti, ni) = \/dlz +25;(1— p?d; + (L — p?)t? + 2pinid; + n?, Y désigne la fonction de Heaviside, &ts, 7;, ;)
=Y —s —a(t,n)) +alt,n)d —s —a(t, ni).

Ces deux lemmes se démontrent avec des arguments classiques d'intégrations par parties ; les dérivées succes:
dea(t;, n;) étant définies cax € C*°(Suppf) (car Supg N F; =@ et X ¢ Suppf).

CommeX ¢ F; il existe toujours urk > 0 (suffisament petit) tel que les fonctiorfg vérifient Suppr y) C
2, les Lemmes 4.1 et 4.2 permettant alors respectivement d’annuler les dérivées tangentielles aux sphéres de p
pagation, et de faire apparaitre une relation entre les autres variables d’espeice X et celle de tempsr). En
passant a la limite, en 0 sdr on peut alors écrire de maniére exacte la solution de (1); le résultat s’obtenant par
développements limités au premier ordre en 0 par rapport a la quantité&sup't;) sous I'intégrale, en remarquant
quelt; —t9] < (d;)~18;, l'erreur étant donnée aprés majoration du reste intégra@adi)—lffi O((d;) ~1r;) ds;
avec sug, |Ti| < 6.

5. Conclusion

Les termes vectoriels de la formule (2) s'interprétent de maniére géométrique, on a ainsi une approche convenat
et aisément implémentable de la solution du probléme (1). Des évaluations numériques a des distances variables, a
‘P non-comwvexe, ont été éffeaées dans [2], validant (2).
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