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Résumé

L’habituelle méthode des sur et sous solutions, pour résoudre une équation non-linéaire elliptique du second ordr
rative, ce qui complique, parfois jusqu’à la rendre impossible, l’indispensable estimation uniformeC2, à cause de la présen
simultanée de deux inconnues successives de l’itération dans la même équation. Nous présentons ici une méthode
de cet inconvénient, basée sur un argument de point fixe élémentaire.Pour citer cet article : P. Delanoë, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An improved upper and lower solutions method. The usual upper and lower solutions method for solving a second
nonlinear elliptic equation is iterative, with the drawback of a tricky, if not sometimes impossible, derivation of the
essential) uniformC2 estimate, due to the occurence in the same equation of two successive iteration unknowns. We
here a method free of such a drawback, based on an elementary fixed point argument.To cite this article: P. Delanoë, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Instead of solving, say, the equation�u = f (x,u) on a compact riemannian manifold(M,g) in the presence o
(strict) upper and lower solutionsu− < u+ by means of the usual iterative scheme:�ui +kui = f (x,ui−1)+kui−1
with a large enough constantk > 0 (a method going back at least to [3, pp. 369–371]), we propose to solve
considering the solutionu = T (t, v) of the equation:

�u + ku = t
[
f (x, v) + kv

] + (1− t)
[
f (x,u−) + ku−]

,
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given t ∈ [0,1] andv pinched betweenu− andu+. Indeed then, the maximum principle ensures that any fi
point u = T (t, u) is strictly pinched betweenu− and u+ thus, with an appropriate setting, we may apply
Browder–Potter theorem [6]: it yields a pinched fixed point fort = 1 which solves our original equation.

Both methods equally extend to second order fully nonlinear elliptic equations [1,4,2] but the required
C2 estimate, uniform (with respect to eitheri ∈ N or t ∈ [0,1]) is trickier to obtain with the former (e.g. [1,4]
because the two unknownsui andui−1 occur together in the equation, than with the latter; recently, the former
obstructed while the latter worked out well [2].

1. Introduction

Pour résoudre l’équation�u = f (x,u) sur une variété riemannienne(M,g) compacte sans bord et avecf

donnée de classeC∞ (pour simplifier), en présence de solutions supérieureu+ et inférieureu−, avecu− � u+,
on applique une méthode itérative (qui remonte au moins à [3, pp. 369–371]) en considérant la suite de f
(ui)i∈N donnée paru0 = u− et, pouri � 1, par :

�ui + kui = f (x,ui−1) + kui−1,

où k est défini comme le max de 0 et de supK
∂f
∂u

pris sur le compact :

K = {
(x, z) ∈ M × R, u−(x) � z � u+(x)

}
.

Notons incidemment que l’hypothèse :∃x ∈ M,u−(x) < u+(x) garantit d’avoirk > 0 (petit exercice).
Le principe du maximum [5] permet d’encadrer la suite(ui)i∈N entreu− et u+ (et de prouver sa croissance

Des arguments standards de compacité (cf.infra) permettent alors de conclure à sa convergence dansC2 et sa
limite u est solutionC∞ de l’équation�u = f (x,u) avecu− � u � u+.

Cette méthode est aussi utilisée pour résoudre des équationstotalementnon-linéaires de la formeF [u] =
f (x,u), avec un opérateur différentielF elliptique du second ordre (ici tel que dF [u] ait un symbole défini négatif
comme celui de�) vérifiantF [u + constante] ≡ F [u] (voir e.g. [1, pp. 155–156] ou [4, pp. 379–385]). Dans
contexte, la présence deui et deui−1 dans la même équation complique notoirement l’estimation uniformeC2 de
ui , indispensable pour conclure ([1, pp. 155–156] ou [4, pp. 379–385]). Récemment, cet inconvénient a
méthode inutilisable [2] compte-tenu d’un mode spécial d’estimation des dérivées secondes (voir [7]) dan
préalable∂f

∂u
≡ 0.

Le but de cette Note est de proposer une méthode alternative, plus simple d’utilisation en non-linéaire,
toujours l’encadrement entreu− etu+. Par clarté, nous la présentons ici dans le cas sans bord semi-linéaire i
plus haut ; chacun pourra l’adapter à ses besoins. Elle vient d’être utilisée avec succès (adaptée à une co
Dirichlet) dans le cas cité où la méthode précédente butait [2].

2. La méthode

Reprenons les hypothèses du début de l’introduction. On a alors le résultat :

Lemme 2.1. Considérons les propriétés suivantes:

(i) u− n’est pas solution exacte de l’équation�u = f (x,u) ;
(ii) u+ n’est pas solution exacte de l’équation�u = f (x,u) ;

(iii) ∀x ∈ M,u−(x) < u+(x).

Alors : (i) ⇒ (iii) et (ii) ⇒ (iii) .
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Rappelons-en brièvement la preuve, standard. La fonctionw = u+ − u− vérifie : �w + a(x)w � 0 sur M

où a(x) = ∫ 1
0

∂f
∂u

(x,ut )dt avecut = tu+ + (1 − t)u−. Commew est non-négative, on a aussi bien :�w +
max[0, a(x)]w � 0 et le principe du minimum [5] fournit l’alternative entre (iii) etw ≡ 0. Mais siu− et u+
coïncident, elles sont solutions de l’équation�u = f (x,u).

On suppose désormais remplies les conditions (i), (ii) du lemme. Pour toute fonctionv sur M , on poseṽ :=
v −u− et soitV l’ouvert convexe (non vide d’après le Lemme 2.1) des fonctions continues̃v vérifiant 0< ṽ < ũ+.
Considérons l’application continueT donnée par :

(t, ṽ) ∈ [0,1] × (�V ∩ C2) −→ T (t, ṽ) = ũ ∈ C2

où ũ := u − u− avecu solution de l’équation :

�u + ku = th(x, v) + (1− t)h(x,u−), (1)

en notanth(x, z) := f (x, z) + kz pour abréger (on utilisera queh est non-décroissante enz). Soitc > 0 un réel tel
que :

∀(t, ũ) ∈ [0,1] × (�V ∩ C2), T (t, ũ) = ũ ⇒ |u|2 < c

en notant|.|2 une norme pour le BanachC2. Une telle estimation peut, au cas particulier de notre équation
établie de façon standard à partir du pincementu− � u � u+ ; en effet, celui-ci entraine une estimation du gradi
deu d’après [1, p.108], puis on peut invoquer une estimation de Schauder dansC2,α [5]. On restreint désormais l
second facteur de l’applicationT au convexe fermé non vide�Vc = {ṽ ∈ �V ∩ C2, |ṽ|2 � c}.

Théorème 2.2. L’application continueT : [0,1] × �Vc → C2 possède les propriétés suivantes:

(i) son image est relativement compacte;
(ii) T (0, ·) envoie ∂�Vc dans�Vc ;

(iii) pour toutt ∈ [0,1], l’application T (t, ·) n’a pas de point fixe sur∂�Vc.

Moyennant ce résultat, sont remplies les conditions d’application du théorème de Browder–Potter [6]
plique l’existence dẽu ∈ �Vc point fixe de l’applicationT (1, ·). La fonctionu = u− + ũ vérifie donc�u = f (x,u)

avecu− � u � u+ comme désiré.

3. Preuve du Théorème 2.2

La condition (i) découle ici d’estimations classiques dansC2,α (cf. supra) et de la compacité de l’injectio
C2,α ↪→ C2 (Ascoli).

La condition (ii) a lieu par construction car :T (0, ·) ≡ ũ1 où u1 = u− + ũ1 désigne le second terme de la su
(ui)i∈N du début de cette note.

Concentrons-nous sur la preuve de la condition (iii). Soit(t, ũ) ∈ [0,1] × �Vc tel queT (t, ũ) = ũ. Raisonnons
par l’absurde ; sĩu ∈ ∂�Vc, alors il est vrai que :

|ũ|2 � c ou : ∃x ∈ M, ũ(x) � 0 ou ũ(x) � ũ+(x).

Comme a priori|ũ|2 < c (voir plus haut), on a donc l’alternative :

∃x ∈ M, ũ(x) � 0 (2)

ou

∃x ∈ M, ũ(x) � ũ+(x). (3)
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Pour réfuter (2), on s’appuie sur l’inéquation :

�(u − u−) + k(u − u−) � t
[
h(x,u) − h(x,u−)

]

vérifiée caru− est solution inférieure. Elle implique�(u − u−) + k(u − u−) � 0 par monotonie deh (cf. supra).
Le principe du minimum [5], joint pourt = 0 à l’hypothèse (i) du Lemme 2.1, garantit donc surM l’inégalité
stricteu > u−, ou encorẽu > 0 qui réfute bien (2).

Pour réfuter (3), on écrit pareillement l’inéquation :

�(u − u+) + k(u − u+) � t
[
h(x,u) − h(x,u+)

] + (1− t)
[
h(x,u−) − h(x,u+)

]

dont le membre de droite est non-positif ; le principe du maximum [5], joint pourt = 1 à l’hypothèse (ii) du
Lemme 2.1, impliqueu < u+ surM , ou encorẽu < ũ+ comme désiré.
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