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Résumé

Dans une Note précédente (partie I) nous avons présenté une famille de champs aléatoires multifractals dont le
sements ont une loi symétrique. Nous construisons dans cette seconde partie une autre famille de champs int
à accroissements dissymétriques.Pour citer cet article : J. Duchon, R. Robert, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Intermittent random fields. Part II: fields with asymmetric increments. In a previous Note (part I) we presented a fam
of multifractal random fields, the increments of which have a symmetrical distribution. In this second part we construct
family of intermittent fields, with asymmetric increments.To cite this article: J. Duchon, R. Robert, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous renvoyons à l’introduction de la partie I pour une présentation plus générale de la problématique
les notations.

Pour résumer la situation dans un langage heuristique commode, la construction précédente consiste à
l’opérateur de noyauRd−αϕR(x − y)/|x − y|d−α au champ eγX1 dW0, où dW0 et dW1 sont deux bruits blanc
indépendants,X1 le champ gaussien associé à dW1 via le noyaukR et γ est le paramètre d’intermittence. Ma
l’hypothèse queX1 et dW0 sont indépendants est brutale, et il est naturel d’introduire une certaine dépen
entre le bruit blanc et le champ. Pour cela on va introduire le modèle eγ0X0+γ1X1 dW0 oùX0 est le champ gaussie
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associé à dW0 via kR , etγ0, γ1 sont deux paramètres d’intermittence. On va voir que définir un tel modèle néc
une normalisation différente et que ceci va impliquer des propriétés différentes de celles du modèle préc
notamment introduire une dissymétrie dans la loi deX x+h −Xx , dûe à la corrélation entre le champX etW0. Cette
dissymétrie a un sens profond : elle est liée à la dissipation d’énergie dans le cas des champs de vitesse
et pour les marchés financiers à l’aversion au risque (dissymétrie de comportement des acteurs à la haus
baisse).

L’étude de ce modèle comprend les mêmes étapes que le cas précédent.

2. Construction du champ à accroissements dissymétriques

Commençons par définirX ε
x = Rd−α

∫
ϕR(x −y)|x −y|−d+α

ε eXε(y)−Cε dW0(y) (on rappelle que| · |ε = θε � | · |)
avecXε = γ0X

ε
0+γ1X

ε
1, Xε

i (y) = ∫
kR
ε (y −σ)dWi(σ ), i = 1,2. Il est clair que presque sûrementX ε est un champ

scalaireC∞ surRd .

2.1. Calcul des moments, normalisation

On calculeE(
∫

fε(y)eXε(y)−Cε dW0(y))q , q = 1,2, . . . , avecfε(y) = Rd−α ϕR(y)

|y|d−α
ε

puis avec

fε(y) = Rd−α

(
ϕR(y − h)

|y − h|d−α
ε

− ϕR(y)

|y|d−α
ε

)
.

Ce calcul se fait de manière directe au moyen du

Lemme 2.1.Soit (Z1, . . . ,Zn,Z) un vecteur gaussien centré, alors

E(Z1 · · ·Zn eZ) = e
1
2 〈Z2〉(Σ0 + · · · + Σ[n/2]),

avec

Σ0 = 〈ZZ1〉 . . . 〈ZZn〉,
Σ1 = somme de termes de la forme 〈ZZ1〉 · · · 〈ZZn−2〉〈Zn−1Zn〉,
Σ2 = somme de termes de la forme 〈ZZ1〉 · · · 〈Zn−3Zn−2〉〈Zn−1Zn〉, etc.

Le moment ci-dessus va ainsi se présenter comme une somme de termes :E( )q = Σε
0 + Σε

1 + · · · . EcrivonsΣε
0

qui va en fait donner la contribution dominante lorsqueε → 0 :

Σε
0 = γ

q

0 kR
ε (0)q exp

[
q

2

(
γ 2

0 + γ 2
1

)
ρε/R(0) − qCε

]

×
∫

· · ·
∫

exp

[(
γ 2

0 + γ 2
1

)∑
i<j

ρε/R

(
yi − yj

R

)] q∏
k=1

(
1+ Qε

k

)
fε(yk)dyk

où on noteQε
i = kR

ε (0)−1 ∑
i �=j kR

ε (yj − yi). Ceci amène à choisir la constante de normalisationCε telle que

kR
ε (0)exp[−Cε + 1

2(γ 2
0 + γ 2

1 )ρε/R(0)] = 1. Ensuite, par application du théorème de Lebesgue, on voit que

Σε
0 → γ

q

0

∫
· · ·

∫
exp

[(
γ 2

0 + γ 2
1

)∑
ρ

(
yi − yj

R

)] q∏
f (yk)dyk
i<j k=1
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à condition que cette intégrale converge. L’application de la méthode de [1] donne la condition su
2(q − 1)(γ 2

0 + γ 2
1 )ωd < α. On vérifie ensuite qu’avec cette condition tous les autres termesΣε

i tendent vers 0
lorsqueε → 0.

2.2. Estimations uniformes en ε et convergence vers un champ X

En utilisant pour l’essentiel les mêmes techniques que précédemment, et en traitant successivemen
termesΣε

0,Σε
1, . . . on montre que pourδ = (γ 2

0 + γ 2
1 )ωd assez petit (δ < 1

2d
et α > 2

√
2δd − 2δ) on peut choisir

p de manière à avoir l’estimation uniforme enε : E(X ε
x+h −X ε

x )2p � c(|h|/R)d+ζ , pour unζ > 0. On peut alors
appliquer le critère de compacité de Kolmogorov.

On peut donc, modulo l’extraction d’une sous-suite, supposer queX ε converge en loi vers un champ continuX .
Pour montrer que toute la suite converge il faut de nouveau montrer queX est uniquement déterminé.

Ici le calcul explicite de la fonction caractéristique n’est plus possible et la méthode consiste à montrer q
tout ensemble fini de points{x1, . . . , xn} la suite des vecteurs aléatoires(X ε

x1
, . . . ,X ε

xn
) est une suite de Cauch

dansL2p, i.e. E(X ε
xi

− X ε′
xi

)2p → 0 lorsqueε, ε′ → 0, pourα > 2(2p − 1)δ. Pour ce faire on développe et o
calcule la limite de chaque terme. Il en découle l’unicité de la limiteX et le passage à la limite pour les mome
pourα > 2(q − 1)δ. D’où E(Xx+h −Xx)

q = γ
q

0

∫ · · · ∫ f (y1) . . . f (yq)exp[(γ 2
0 + γ 2

1 )
∑

i<j ρ(
yi−yj

R
)]dy1 · · ·dyq

avecf (y) = Rd−α(|y − h|−d+αϕR(y − h) − |y|−d+αϕR(y)).
Fixons un vecteur unitairee et prenonsh = λe. L’application du théorème de Lebesgue montre alors

E(Xx+λe −Xx)
q ∼ (λ/R)ζq Cq (λ → 0) avecζq = qα − 1

2q(q − 1)(γ 2
0 + γ 2

1 )ωd , à condition que l’intégrale∫
· · ·

∫ ∏
k

∣∣∣∣ 1

|zk − e|d−α
− 1

|zk|d−α

∣∣∣∣ dz1 . . .dzq∏
i<j |(zi − zj )/R|(γ 2

1 +γ 2
1 )ωd

�

soit finie. L’application de la méthode de [1] donne la condition : 2(q − 1)(γ 2
0 + γ 2

1 )ωd < α < 1.

2.3. Dissymétrie des accroissements Xx+h −Xx

Le calcul ci-dessus fournit en fait les valeursCq = c
∫ · · · ∫ ∏

i<j |zi − zj |−(γ 2
0 +γ 2

1 )ωd
∏q

k=1 F(zk)dzk avec

F(z) = |z − e|−d+α − |z|−d+α . On vérifie facilement par un argument de symétrie que pourq impair on aCq = 0.
Les calculs précédents fonctionnent tout aussi bien si on construit un nouveau champ en remplaçant dan
nition deX ε le noyauϕR(x − y)/|x − y|d−α parϕR(x − y)(xi − yi)/|x − y|d−α+1 (pouri = 1, . . . , d xi désigne
la i-ème coordonnée dex). Mais alors l’argument de symétrie du noyau tombe. De fait on vérifie qu’on a tou
E(Xx+h −Xx) = 0 mais queC3 �= 0 (ce n’est pas évident et peut se faire par un calcul numérique). Ce qui imp
bien sûr que la loi deXx+h −Xx n’est pas symétrique.

Remarques.

1. Ce qui précède est bien sûr valide pourd = 1. Mais les besoins de la modélisation financière amènent à
spécifications particulières qui seront examinées séparément.

2. Un modèle de champ de vitesse aléatoire incompressible, multifractal et dissipant l’énergie cinétique
duit aisément des considérations précédentes. Ceci sera développé ailleurs dans le cadre de la prob
turbulente.
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