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Résumé

Le but de cette Note est de donner quelques applications de la théorie des espaces twistoriels à l’existence ou l’inex
structures complexes. Ainsi, on précise le résultat de Yau [Topology 15 (1976) 51–53] en donnant la liste complète des
réelles compactes parallélisables munies d’une structure complexe. À l’inverse, on explicite une famille de 4-variété
lisables sans structure complexe, mais dont le produit avec la sphèreS

2 est complexe.Pour citer cet article : G. Deschamps,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Parallelizable 4-manifolds without complex structure whose twistor space is complex.The aim of this Note is to give
some applications of twistor theory about existence or non-existence of complex structures. We slightly improve Yau
[Topology 15 (1976) 51–53] by giving the full list of compact parallelizable real 4-manifolds with a complex structure.
other hand, we give a family of parallelizable 4-manifolds without complex structure but whose product with the spheS

2 is
complex.To cite this article: G. Deschamps, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

À toute 4-variété riemannienne orientée(M,g), on associe son fibré twistorielπ : τ(M,g) → M de fibre en
m ∈ M l’ensemble des structures complexes sur l’espace tangentTmM deM au pointm, qui respectent l’orienta
tion et la métrique. C’est un fibré lisse localement trivial en sphèresS

2 de groupe structural SO(3). Une section
globale est une structure presque complexe surM .

Adresse e-mail :guillaume.deschamps@univ-rennes1.fr (G. Deschamps).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.05.027
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L’espace twistorielτ(M,g) admet une structure presque complexe canonique qui est intégrable si et
ment si la métriqueg est anti-autoduale [1]. Dans cet article, on se sert de ce procédé pour mettre des st
complexes sur des produitsM × S

2, oùM n’est pas complexe.
Pour cela, on caractérise les variétés dont le fibré twistoriel est topologiquement trivial. Cela nous a

définir la notion de variété presque quaternionique.
En utilisant un théorème de Wu et la classification de Kodaira, on obtient la liste des surfaces compac

plexes presque quaternioniques dont la caractéristique d’Euler est nulle, c’est-à-dire des surfaces comple
tangent topologiquement trivial. On donne enfin une famille d’exemples de 4-variétés parallélisables sans
complexe dont l’espace twistoriel est complexe.

Dans toute la suite on dira qu’un fibré est trivial s’il est topologiquement trivial.

2. Fibré twistoriel trivial

On peut montrer que si une 4-variété orientée admet une métriqueg telle queτ(M,g) est trivial, alors pour toute
métriqueh surM le fibré twistoriel associé à(M,h) sera aussi trivial [1]. Pour autant si on change l’orienta
de M , son espace twistoriel peut ne plus être trivial (penser aux surfacesK3). On parlera donc de 4-variété
orientées à fibré twistoriel trivial sans préciser de métrique surM .

Définition 2.1. Une 4-variété orientéeM est presque quaternionique s’il existe trois structures presque comp
I , J etK qui respectent l’orientation et telles queIJ = −JI = K .

En d’autres termes,M est presque quaternionique si l’espace tangent en tout point possède une structu
pace vectoriel quaternionique respectée par l’action du groupe structural. Ce qui revient à dire que le
structural du fibré tangent deM se réduit à SU(2).

Proposition 2.2.Le fibré twistoriel d’une4-variété orientée est trivial si et seulement siM est presque quaternio
nique.

Proposition 2.3.Une4-variétéM est parallélisable si et seulement si elle est presque quaternionique et de c
téristique d’Euler nulle.

Démonstration. Si X est un champ de vecteurs partout non nul,(X, IX,JX,KX) est une base de champs
vecteurs deM . �

3. Surfaces compactes complexes parallélisables

Le théorème de Wu ([8], Chapitre IV §1, Théorème 11) et la classification de Kodaira permettent de
la liste des surfaces compactes complexes dont le fibré twistoriel est trivial. On se contente ici de donne
des 4-variétés compactes parallélisables qui admettent une structure complexe. Ce résultat est un peu p
que celui de Yau [7], dans la mesure où il donne non pas les surfaces complexes susceptibles d’être paral
mais toutes les surfaces parallélisables.

Théorème 3.1.Les seules surfaces compactes complexesM parallélisables en tant que variétés réelles sont:

(a) si Kod(M) = −∞ : les surfaces réglées de genre1 spin, les surfaces d’Inoue, les surfaces de Hopf prima
et les surfaces de Hopf secondaires qui sont spin;
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(b) si Kod(M) = 0 : les tores, les hyperelliptiques, les surfaces de Kodaira primaires et les surfaces de K
secondaires qui sont spin;

(c) si Kod(M) = 1 : toutes les surfaces minimales de premier nombre de Betti impair spin et les surfa
premier nombre de Betti pair qui sont spin et de caractéristique d’Euler nulle;

(d) si Kod(M) = 2 : aucune surface.

Esquisse de la démonstration.Dans [8], Wu a caractérisé les 4-variétés presque quaternioniques. Grâc
résultat et la Proposition 2, on en déduit qu’une surface complexe est parallélisable si et seulement si elle
de caractéristique d’Euler nulle et si sa première classe de Chern vérifiec2

1 = 0. Or siM est une 4-variété spi
alors la classe d’Euler du fibré normal de toute surface orientée plongée dansM est paire ([6], Chapitre II §2)
Comme cette propriété n’est pas vérifiée pourCP 2, on en déduit qu’une surface complexe spin est minimale
classification de Kodaira nous donne les surfaces complexes minimales de caractéristique d’Euler nulle t
c2

1 = 0. Pour finir la démonstration, il suffit de regarder parmi celles-ci celles qui sont spin. Les surfaces de
primaires sont spin car par définition leur fibré canonique est trivial : leur première classe de Chern est do
Les surfaces de Hopf primaires sont difféomorphes àS

1 × S
3 et donc parallélisables. Enfin, on a une descrip

très précise des surfaces d’Inoue et des surfaces hyperelliptiques [2]. Pour montrer qu’elles sont parallélis
construit explicitement quatre champs de vecteurs indépendants.�
Remarque 1.Seules les surfaces réglées de genre 1 dont la forme d’intersection est paire sont spin ([5
pitre 1.2.1). Les surfaces de Hopf secondaires sont les quotients finis des surfaces de Hopf primaires. Pour
celles qui sont spin, a priori il faut les étudier au cas par cas. De même pour les Kodaira secondaires qui
quotients finis des Kodaira primaires. Pour les surfaces elliptiques de dimension de Kodaira 1, il existe q
caractérisations de celles qui sont spin en fonction des multiplicités des fibres multiples [5].

4. Variétés de dimension quatre parallélisables sans structure complexe dont l’espace twistoriel est
complexe

Comme application on peut construire une famille d’exemples simples de variétés parallélisables mai
possèdent pas de structure complexe. De tels exemples existaient déjà [7,4] mais restaient assez iso
explicites.

Théorème 4.1.Pour toute3-variété compacte hyperbolique orientableH , le produit H × S
1 est une4-variété

parallélisable sans structure complexe.

L’espace twistoriel de ces variétés munies d’une métrique adéquate forment la classe d’exemples cher

Théorème 4.2.Pour toute3-variété compacte hyperbolique orientableH , il existe une structure complexe sur
produitH × S1 × S2.

Esquisse de la démonstration du Théorème 4.1.Si H est une 3-variété hyperbolique orientable compacte,
est parallélisable doncH ×S

1 aussi. Le point le plus difficile est de montrer que ce produit n’admet aucune stru
complexe. Pour cela on utilise le Théorème 3.1 et les propriétés du groupe fondamental d’une variété hype
compacte. Par les théorèmes de Preissman et de Byers ([3], Chapitre 6-C) on sait que le groupe fondameH ,
notéπ1(H), n’est pas abélien et que les seuls sous-groupes résolubles non triviaux deπ1(H) sont infinis cycliques
En particulier il n’admet pas de sous-groupe isomorphe àZ

2.
Si H × S

1 admet une structure complexe alors c’est une des surfaces du Théorème 3.1. En étudiant les
fondamentaux des différentes surfaces complexes on montre queH × S

1 ne peut être ni une surface réglée
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d’une Hopf primaire), ni une surface d’Inoue (π1 résoluble), ni un tore (π1 = Z
4).

Le seul cas qu’il reste à éliminer est le cas des surfaces elliptiques et de dimension de Kodaira 0 ou 1. P
on rappelle brièvement quelques propriétés des surfaces elliptiques [2,5].

Si X est une surface elliptique elle admet une surjection holomorpheπ :X → C dont la fibre générique est un
courbe elliptique. Dans notre cas la caractéristique d’Euler est nulle (X est parallélisable), donc la fibration e
sans fibre singulière. La baseC est une 2-orbifold, c’est-à-dire une 2-variété avec un ensemble de points sp
{t1, . . . , tk} de multiplicité{m1, . . . ,mk}. La fibre deπ :X → C au-dessus d’un pointti est une fibre multiple de
multiplicité mi . SiX est parallélisable et de dimension de Kodaira 0 ou 1, alorsX admet un revêtement finĩX → X

où X̃ est une surface elliptique au-dessus d’une surface de Riemann de genreg � 1 et sans fibre multiple.
Le groupe de monodromie dẽX agit par automorphismes analytiques sur la fibre, qui est une courbe ellip

À isotopie près, il est donc fini. Quitte à prendre un nouveau revêtement, on peut supposer que notre fibr
à monodromie triviale. On montre alors que le groupe fondamental de la fibre (Z

2) est central dans celui dẽX.
Comme le groupe fondamental dẽX est différent deZ2, on vérifie qu’il admet un sous-groupe isomorphe àZ

3.
Si H × S

1 était munie d’une structure complexe, ce serait une surface minimale de dimension de Ko
ou 1. Et doncH × S1 admettrait̃X comme revêtement fini. Son groupe fondamental contiendrait unZ3. Ce qui est
impossible, puisque le groupe fondamental deH ne contient pas deZ2. �
Démonstration du Théorème 4.2.On peut toujours munirH d’une métrique hyperbolique c’est-à-dire d’u
métrique à courbure sectionnelle constante égale à−1. La métrique produit surH × S

1 est alors localemen
conformément plate ([3], Chapitre 1-J) et l’espace twistoriel associé à cette variété riemannienne orienté
une structure complexe [1]. De plus, l’espace twistoriel est difféomorphe àH × S1 × S2 puisqueH × S1 est
parallélisable. �
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