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Résumé

Cette Note a pour objet l’étude d’une méthode de « discrétisation » du laplacien dans le problème de Poisson à de
sions sur un rectangle, avec des conditions aux limites de Dirichlet. Nous approchons l’opérateur laplacien par un
de Toeplitz à blocs, eux-mêmes de Toeplitz, et nous établissons une formule donnant les blocs de l’inverse de cett
Nous donnons ensuite un développement asymptotique de la trace de la matrice inverse, et du déterminant de la
Toeplitz. Enfin, par un passage à la limite dans l’inverse, de type ergodique, nous passons du discret au continu, en
l’expression connue du noyau de Green du problème de Poisson, sous forme de série, et en en donnant une nouvelle
asymptotique plus intéressante, car elle converge plus rapidement.Pour citer cet article : J. Chanzy, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

New Green kernel associated to the Poisson–Dirichlet problem on a rectangle. This work is focused on the study o
a ‘discretization’ method for the Laplacian operator, in the two-dimensional Poisson problem on a rectangle, with D
boundary conditions. The Laplacian operator is approximated by a block Toeplitz matrix, the blocks of which are T
matrices again, and a formula of the inverse matrix blocks is given. Then an asymptotic development of the invers
trace and the Toeplitz matrix determinant are obtained. Finally, the continuum expression of the Laplacian operator is
calculating the ergodic limit of the inverse matrix. A new asymptotic formula for the well known Green function for the P
problem that we obtain converges more rapidly than the usual one.To cite this article: J. Chanzy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Le problème de Poisson

L’opérateur laplacien a depuis fort longtemps une importance capitale dans de nombreux domaines, e
ticulier en Analyse, pour la résolution d’équations aux dérivées partielles, notamment en calculant des
de Green, en Probabilités, dans l’étude des marches aléatoires, et en Calcul Numérique, pour la résolut
vers problèmes posés par la Physique, la Météorologie, l’Économie,. . . . En effet, dans toutes les branches de
Physique, en particulier, la modélisation mathématique aboutit souvent à l’obtention d’une équation aux
partielles où figure le laplacien, avec des conditions aux limites sur des domaines variés. Ces condition
différentes sortes, dont les principales sont celles de Dirichlet, celles de Neumann, et les conditions mi
sont une combinaison des deux précédentes. La difficulté est qu’en général, les solutions de ces équa
dérivées partielles dépendent très fortement de la géométrie du problème, et il n’est pas toujours poss
obtenir une expression simple avec des fonctions usuelles. De plus, l’obtention du Noyau de Green du p
posé est parfois aussi difficile que de calculer explicitement les solutions de ce problème, et on en utilise
un développement en série.

Dans la présente Note, nous considérons le problème de Poisson sur un rectangle, avec des cond
limites du type Dirichlet et nous commençons par « discrétiser » ce problème, en représentant le laplacie
opérateur matriciel de Toeplitz à blocs, les blocs étant eux-mêmes des matrices de Toeplitz. Concrèteme
donne un rectangle d’intérieurR et de frontière∂R et on considère le problème suivant :{

�u = v surR,

u = w sur∂R,

où u est la fonction à déterminer, de classeC 2, v une fonction continue surR et w une fonction continue su
∂R. On munitR ∪ ∂R d’un maillage, de nœuds(xi;yj ) avecxi = i a

m+1 etyj = j b
n+1. On ai ∈ N ∩ [0,m + 1] et

j ∈ N∩[0, n+1]. On approche alors le laplacien� par son expression aux différences finies avec un pash1 = a
m+1

en abscisse eth2 = b
n+1 en ordonnée (voir [2]). On peut alors remplacer le problème de Poisson–Dirichlet p

problème linéaire du typẽL U = Ṽ , oùU et Ṽ sont des vecteurs de dimensionmn, etL̃ une matrice de Toeplit
tridiagonale par blocs, de dimensionmn × mn et du typeL̃ = [−1

2Id, L̃,−1
2Id]m×m, chaque bloc étant lui-mêm

une matrice de Toeplitz tridiagonale de dimensionn × n, du typeL̃ = [−1
2λ,1+ λ,−1

2λ]n×n, avecλ = (h1
h2

)2, et
Id étant la matrice identité de dimensionn × n. Dans cette notation par crochets, nous précisons l’unique élé
de chaque diagonale. A partir de cette modélisation, nous utilisons une formule d’inversion établie dan
nous calculons donc la matrice inverse du « laplacien discret » ainsi obtenu, nous en déduisons une e
asymptotique de la trace de cette matrice inverse et du déterminant de la matrice « laplacien », et enfi
passage à la limite « continu », de type ergodique, nous déduisons de l’inverse de la matrice du laplacie
deux expressions différentes du noyau de Green du problème de Poisson–Dirichlet posé ci-dessus.

2. Trace et déterminant de l’inverse du Laplacien discret

Nous commençons par calculer les blocs de la matrice inverse du laplacien discret. À partir de l’expre
symboleF = −1

2χ Id + L̃ − 1
2χ

Id du Laplacien discret, et en utilisant les valeurs propres deL̃, nous déterminon

le symbole décomposéG du laplacien, sous la formeG = χA + B, et nous notonsW la matrice 2A2, oùA est le
coefficient de Fourier d’ordre 1 deG.

En désignant par(γp)1�i,p�n les valeurs propres deW , les valeurs propres deA sont(−
√

γp

2 )1�p�n et celles

deB, (
√

1
2γp

)1�p�n, la matrice de passage permettant de calculerA etB étant :

P =
√

2
n+1 (sin( ipπ

n+1))1�i,p�n, ce qui permet d’obtenir les blocs de la matrice inverse du laplacien dis

Si nous posonsL̃ −1 = (L ) , lesL étant les blocs deL̃ −1, nous obtenons l’expression des vale
k,l 1�k,l�m k,l



J. Chanzy / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005) 11–14 13

ous avons

oisson–
erge très
tissement
propres puis des éléments de matrice de chacun des blocs de la matrice inverse du laplacien discret. N
alors le théorème suivant :

Théorème 2.1. Les valeurs propres σ
(p)
k,l de chaque bloc Lk,l sont :

σ
(p)
k,l = 2

(
γ |k−l|+1
p

(
1− (γ 2

p)min(k,l)

1− γ 2
p

)

− γ 2(m+1)−(k+l)+1
p

(
((1− (γ 2

p)k)/(1− γ 2
p))((1− (γ 2

p)l)/(1− γ 2
p))

(1− (γ 2
p)m+1)/(1− γ 2

p)

))
,

et les éléments de chaque bloc Lk,l de la matrice inverse L̃ −1 ont la forme :

(Lk,l)i,j = 2

n + 1

p=n∑
p=1

σ
(p)
k,l sin

(
p

iπ

n + 1

)
sin

(
p

jπ

n + 1

)
,

pour 1� i � n, 1� j � n, 1� k � m, 1� l � m.

Dans la suite, nous notonsλ0 = ( a
b
)2, de sorte queλ = λm,n = λ0(

n+1
m+1)2.

Corollaire 2.2. On peut déterminer un équivalent de la trace normalisée de l’inverse du laplacien discret ainsi
qu’un développement asymptotique à l’ordre 0 du logarithme de son déterminant :

1

mn
tr
(
L̃ −1) = 1

π
√

λ0

m + 1

n

( n∫
1

dt

t tanh(tπ
√

λ0)

)
+ O

(
m + 1

n + 1

)
,

ln
(
det(L̃ )

) = mn ln

(
π2

2(m + 1)2

)
+ m + n − 3mn + 1+ (2m + 1)(2n + 1)

4
ln

(
λ0 n2 + m2)

−
(

2m + 1

4

)
ln(λ0 + m2) −

(
2n + 1

4

)
ln(λ0 n2 + 1)

+ m(m + 1)√
λ0

(
arctan

(
n
√

λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
+ n(n + 1)

√
λ0

(
arctan

(
m

n
√

λ0

)
− arctan

(
1

n
√

λ0

))
+ O(1).

3. Noyau de Green du problème de Poisson

Enfin, par un passage à la limite « continu », nous retrouvons le noyau de Green du problème de P
Dirichlet sur un rectangle, et nous en donnons une nouvelle expression sous forme de série qui conv
rapidement, et pour laquelle chaque terme décroît exponentiellement en fonction de son ordre et de l’apla
du rectangle. On désigne par[u] la partie entière du réelu. On choisit,∀(x;y;x′;y′) ∈ [0,1]4 :

k = k(m) = [
(m + 1)x

]
, l = l(m) = [

(m + 1)x′],
i = i(n) = [

(n + 1)y
]
, j = j (n) = [

(n + 1)y′].
Avec ces notations, nous avons les deux théorèmes suivants :
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Théorème 3.1 (Développement classique du Noyau de Green).

lim
m→+∞
n→+∞

√
λm,n

2
(Lk(m),l(m))i(n),j (n)

= 2

π

∑
p∈N∗

sinh(pπ
√

λ0 min(x, x′))sinh(pπ
√

λ0 (1− max(x, x′)))
p sinh(pπ

√
λ0)

sin(pπy)sin(pπy′),

pour (x′;y′) 
= (x;y), uniformément par rapport à k, l, i et j .

Théorème 3.2 (Nouveau développement du Noyau de Green).
(i) Posons :

ϕq(t, y, y′) = sin2((π/2)(y + y′)) + sinh2((π/2)
√

λ0(2q + t))

sin2((π/2)(y − y′)) + sinh2((π/2)
√

λ0(2q + t))
,

lim
m→+∞
n→+∞

√
λm,n

2
(Lk(m),l(m))i(n),j (n) = 1

4π

∑
q∈N

ln
(
ϕq

(|x − x′|, y, y′)ϕq(x + x′, y,−y′)

× ϕq+1
(−|x − x′|, y, y′)ϕq+1

(−(x + x′), y,−y′)
)
,

pour (x′;y′) 
= (x;y), uniformément par rapport à k, l, i et j .
La série précédente et celle du Théorème 3.1sont deux expressions différentes du noyau de Green du problème

de Poisson, noté G(x,y, x′, y′).
(ii ) Fixons un nombre entier naturel S et un réel ε tel que ε ∈ ]0,1]. Alors le noyau de Green s’écrit, ∀x ∈ [0,1],

∀x′ ∈ [0,1], ∀y ∈ [0,1], ∀y′ ∈ [0,1], tels que max(|x − x′|, |y − y′|) � ε :

G(x,y, x′, y′) = 1

4π

q=S∑
q=0

ln
(
ϕq

(|x − x′|, y, y′)ϕq(x + x′, y,−y′)

× ϕq+1
(−|x − x′|, y, y′)ϕq+1

(−(x + x′), y,−y′)) +RS(x, y, x′, y′),
avec :

Rε(S) = max
{∣∣RS(x, y, x′, y′)

∣∣: (x, y, x′, y′) ∈ [0,1]4; max
(|x − x′|, |y − y′|) � ε

}
� 1

π

3 e−π
√

λ0ε + e−π
√

λ0

1− e−2π
√

λ0
ln

(
1

1− e−2(S+1)π
√

λ0

)
.

Par une comparaison des vitesses de convergence des deux séries, nous établissons dans [1] que la se
est beaucoup plus intéressante que la première, car il suffit d’en calculer quelques termes pour obtenir une
convenable. Numériquement, pour

√
λ0 = 2, si on ne prend que le premier terme de la série (S = 0), le resteRε(S)

est inférieur à 3,33× 10−6. Pour
√

λ0 = 1, si on prend les deux premiers termes de la série (S = 1), le resteRε(S)

est inférieur à 3,38× 10−6. Pour
√

λ0 = 1/2, si on prend les quatre premiers termes de la série (S = 3), le reste
Rε(S) est inférieur à 3,72× 10−6.
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