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Résumé

Nous caractérisons complètement et explicitement les relations de dépendance algébrique surQ entre valeurs complexes d
séries de Hecke–Mahler prises en des points algébriques du groupe multiplicatifG2

m(C). Notre résultat contient des résulta
antérieurs de Loxton et van der Poorten, Mahler, et Masser.Pour citer cet article : F. Pellarin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340
(2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Algebraic independence properties of values of Hecke–Mahler series. Here we characterize in a complete and explicit w
the relations of algebraic dependence overQ of complex values of Hecke–Mahler series at algebraic points of the multiplic
groupG2

m(C). Our result contains previous results of Loxton and van der Poorten, Mahler, and Masser.To cite this article:
F. Pellarin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let K be a real quadratic number field. In the following, we considerK as a subfield ofR by means of a
chosen embedding. We also denote byΣ :K ↪→ R2 the embedding given byΣ(α) = (α,α′), whereα′ denotes the
non-trivial Galois conjugate ofα. Let us consider an elementθ ∈ K such that:

0< θ < 1 and θ ′ < −1. (1)
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TheHecke–Mahler series associated toθ is the power series:

∞∑
l=1

[lθ]∑
h=1

ulvh,

where the square brackets denote the greatest integer part. This series converges and defines a tran
functionf (u, v) in the domainD ⊂ C2 whose elements are couples of complex numbers(u, v) such that|u| < 1
and|u||v|θ < 1. Below, we will introduce a certain geometric condition ofsemi-freenesson am-tuple

M = (u1, . . . , um) with ui = (ui, vi) ∈ G2
m(�Q) ∩D.

Theorem 0.1. The complex numbersf (u1, v1), . . . , f (um, vm) are algebraically independent overQ if and only if
them-tupleM is semi-free.

We now introduce three ingredients and describe the condition of semi-freeness.

Algebraic action. Let us consider the exponential functionΦ :C2 → G2
m defined by:

Φ(z, z′) = (
e
(
∆−1/2(z − z′)

)
, e

(
∆−1/2(θ−1z′ − θ ′−1z)

))
,

where∆ is the discriminant of theZ-moduleM = Z+ θ−1Z ande(τ ) = exp(2π iτ); the periods ofΦ lie in Σ(M).
Let S be the ring{β ∈ K; βM ⊂ M}. The exponential functionΦ determines an action ofS over G2

m(C) as
follows. Letu = (u, v) be a point ofG2

m(C), let (z, z′) ∈ C2 be such thatΦ(z, z′) = (u, v) and letβ be an elemen
of S. Then,β acts on(u, v) by (u, v)β := Φ(βz,β ′z′). This action is well defined and algebraic; indeed, if
denote:

B = ∆−1/2
(

1 −1
−θ ′−1 θ−1

)
, B(β) = B ·

(
β 0
0 β ′

)
· B−1 =

(
x y

z t

)
, (2)

then, the matrixB(β) has integral coefficients, and satisfies(u, v)β = (uxvy,uzvt ).
We remark that(u, v) ∈ G2

m(C) is a torsion point if and only if there existsβ ∈ S \ {0} such that(u, v)β = (1,1);
in other words, the set of torsion points ofG2

m(C) is Φ(Σ(K)). The domainD does not contain torsion points, s
that all the coordinates ofM are points of infinite order inG2

m(C).

Equivalence relation. On the subsetI of points of infinite order ofG2
m(C), we consider the relation≈ defined as

follows. If s, t ∈ I, we say thats ≈ t if there existβ,γ ∈ S not both zero, and a torsion pointζ ∈ G2
m(C), such that

sγ = ζ tβ .

LetM be anm-tuple of points of infinite order ofG2
m(C). The relation≈ determines a partition(Jk)k=1,...,g of

{1, . . . ,m} by i ≈ j if and only if (ui, vi) ≈ (uj , vj ). Let k ∈ {1, . . . , g}; there existsv k ∈ I such that for alli ∈ Jk :

ui = Φ
(
Σ(αi)

)
v

βi

k , (3)

for someαi ∈ K and someβi ∈ S \ {0}.

Hecke’s geometric series.Let N be aZ-submodule of rank 2 ofK , and letN∗ be the dual ofN for the trace. We
recall a variant of Hecke’s geometric series (see [1]):

GN

(
Φ(z, z′)

) = GN(u, v) :=
∑
ν∈N∗

e(νz + ν′z′),
ν>0, ν′<0
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whereu,v, z, z′ are related byΦ(z, z′) = (u, v). One checks that this series is well defined and converges for(u, v)

such that|u||v|θ < 1 and|u||v|θ ′
< 1. Fori ∈ {1, . . . ,m}, we also denote:

Gi(u ) = G
β−1

i M

(
Φ

(
Σ

(
αi

βi

))
u

)
. (4)

Semi-freeness.We say thatM is semi-freeif for all k = 1, . . . , g, the seriesGi with i ∈ Jk areQ-linearly inde-
pendent.

The seriesGi clearly depend on the expressions (3) (the choice ofv1, . . . , vg is not unique). However, it is
possible to check that the condition of semi-freeness only depends onM. It is also possible to show thatM is
semi-free if and only ifM does not belong to a certain discrete union of translated of proper subgroups ofG2m

m (C)

by torsion points, but we will not give a full description of this fact here.

1. Introduction

Théorème 1.1. Les nombres complexesf (u1, v1), . . . , f (um, vm) sont algébriquement indépendants surQ si et
seulement si lem-upletM est semi-libre(semi-free).

Voici quelques conséquences que l’on peut déduire de notre résultat.

Corollaire 1.2. Soit H un sous-groupe algébrique connexe deG2
m(C) de dimension1. Soientui = (ui, vi)

(i = 1, . . . ,m) des éléments algébriques deH tels que|ui | < 1 et 0 < |ui ||vi |θ < 1 pour i = 1, . . . ,m. Alors
f (u1), . . . , f (um) sont algébriquement indépendants surQ si et seulement siu1, . . . , um sont deux à deux dis
tincts.

En considérantH = Gm(C) × {1}, on obtient un des théorèmes principaux de Masser dans [5].

Corollaire 1.3. Soientui = (ui, vi) (i = 1, . . . ,m) des éléments algébriques deG2
m(C) tels que|ui | < 1 et

0< |ui ||vi |θ < 1 pour i = 1, . . . ,m. Supposons que, par rapport à l’action induite par la fonction exponentiellΦ,
les élémentsu1, . . . , um engendrent unS-sous-module deG2

m(C) qui soit contenu dans unS-sous-module libre de
G2

m(C). Alors f (u1), . . . , f (um) sont algébriquement indépendants surQ si et seulement siuη
i 
= uj pour tout

1� i < j � m et pour toute unitéη deS.

Ce Corollaire 1.3 implique un raffinement d’un théorème de Loxton et van der Poorten dans [3], dans
particulier.

Exemple d’application du théorème. Soitu = (u, v) ∈D un couple de nombres algébriques non nuls. On vé
facilement que le quintuplet((u, v), (u,−v), (−u,v), (−u,−v), (u2, v2)) n’est pas semi-libre. En effet, la relatio
suivante est satisfaite :

f (u, v) + f (u,−v) + f (−u,v) + f (−u,−v) = 4f (u2, v2).

D’autre part, on vérifie que le quadruplet((u, v), (u,−v), (−u,v), (−u,−v)) est semi-libre. Notre résultat im
plique alors que les nombres complexesf (u, v), f (u,−v), f (−u,v), f (−u,−v) sont algébriquement indépe
dants surQ et cette propriété ne découle pas des résultats de [3] et [5].
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2. Esquisse de démonstration du théorème

Nous esquissons ici seulement la preuve de l’implicationM semi-libre⇒ f (u1), . . . , f (um) algébriquemen
indépendants (la partie la plus difficile).

Dans toute la suite,u,v, z, z′ désignent des paramètres satisfaisant àu := (u, v) = Φ(z, z′). Si N ⊃ M est un
sous-module deK de rang 2, nous posons :

fN(u ) =
∑
ν∈N∗

ν>−ν′>0

e(νz + ν′z′). (5)

On vérifie quef = fM .
Grâce aux hypothèses (1), on voit que siη > 1 est une unité deS telle queη′ > 0, alors

f (uη) = f (u ) − Rη(u ), (6)

où Rη(u ) = ∑
ν∈Tη∩M∗ e(νz + ν′z′) et Tη = {ν ∈ K: 0 < −ν′ < ν � −η2ν′} ; on vérifie de plus queRη est une

fonction rationnelle dansQ(u ). L’identité (6) est uneéquation fonctionnellequi joue un rôle clé dans la démon
tration de notre théorème.

SoitB = (ai,j )1�i,j�2n ∈ GL2n(Q) avecai,j ∈ Z pour touti, j , soitT = (t1, . . . , t2n) ∈ G2n
m (C). Nous écrivons

B.T := T̃ ∈ C2n, où T̃ = (t̃1, . . . , t̃2n) avect̃i = ∏2n
j=1 t

ai,j

j .
Supposons que la matriceB ait tous ses coefficients� 0 et qu’elle soitbonne(« good » ; suivant la définition

de [5] p. 209). SoientΨ1( T ), . . . ,Ψm(T ) des fonctions de 2n variables complexes, analytiques au voisinage
l’origine, satisfaisant au système d’équations fonctionnelles :

Ψj (B.T ) = Ψj (T ) + Rj (T ) pour 1� j � m, (7)

oùR1, . . . ,Rm sont des fonctions rationnelles. Nous utiliserons le critère d’indépendance algébrique suivan
rème p. 399 de [3]).

Proposition 2.1. SoitA un élément deG2n
m (�Q). S’il existe un corps de nombresL contenant tous les coefficien

des séries de Taylor en0 de Ψ1, . . . ,Ψm,R1, . . . ,Rm, si les coordonnées deA sont des nombres algébriques,
limk→∞ Bk.A = 0, siA satisfait à lapropriété A (p. 398de[3]), si pour touti, Ψi etRi sont définies et analytique
dans un voisinage deA et siΨ1( T ), . . . ,Ψm(T ) sont algébriquement indépendantes surC( T ), alors les nombres
complexesΨ1(A ), . . . ,Ψm(A) sont algébriquement indépendants surQ.

Étape (1). On choisitn = rangS(Γ ) oùΓ est le sous-S-module deG2
m(C) engendré paru1, . . . , um.

La proposition suivante nous permet de choisir les fonctionsΨ1, . . . ,Ψm.

Proposition 2.2. Il existe des élémentsa1, . . . , a n ∈ G2
m(�Q) ∩D qui engendrent unS-module libre de rangn, des

élémentsβ
j

= (βj,1, . . . , βj,n) ∈ (S \ {0})n, une unitéη deK telle queη′ > 0 etηM = M et des élémentsαj ∈ K ,

satisfaisant aux conditions suivantes:
1. Pour touti = 1, . . . ,m, on aΦ(Σ(ηαi)) = Φ(Σ(αi)).

2. On au
η
i = Φ(Σ(αi))a

βi,1
1 · · ·aβi,n

n , pour i = 1, . . . ,m.

3.Les séries de2n variables complexesΨj (v1, . . . , vn) = f (Φ(Σ(αj ))v
βj,1
1 · · ·vβj,n

n ), j = 1, . . . ,m, définissent
des fonctions analytiques dans un voisinage ouvert non vide de l’origine, contenant le pointA = ( a1, . . . , a n).

Étape (2). Montrons que les fonctionsΨ1, . . . ,Ψm satisfont à des équations fonctionnelles de la forme (7), avB
satisfaisant aux conditions demandées.
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On vérifie, en utilisant (1), que tous les coefficients de la matriceB(η) sont des entiers positifs, que son d
terminant est 1 et qu’elle est bonne ; ainsi, la matriceB = B(η) ⊕ · · · ⊕ B(η) ayantn blocs égaux àB(η) sur la
diagonale, satisfait à toutes les conditions requises plus haut. De plus, on a queuη = B(η).u dansG2

m(C), d’où

V η := ( v
η
1, . . . , v

η
n) = B.V , avecV = ( v1, . . . , vn).

Tenant compte de la condition 1 de la Proposition 2.2, il est maintenant clair que l’équation fonctionne
implique des équations fonctionnelles (7) et queB satisfait aux conditions requises.
Étape (3). Le lemme suivant est une conséquence du théorème d’annulation de Masser [4] et implique
pointA de la Proposition 2.2 satisfait à la propriété A.

Lemme 2.3. Le pointA satisfait à la propriété A si et seulement sia1, . . . , a n engendrent unS-module libre de
rangn.

Étape (4). On vérifie directement que les séries de Taylor en 0de Ψ1, . . . ,Ψm et R1, . . . ,Rm sont à coefficients
dans le corpsL engendré par les coordonnées des points de torsionΦ(Σ(α1)), . . . ,Φ(Σ(αm)).

On déduit de ce qui précède et en appliquant la Proposition 2.1, que siΨ1, . . . ,Ψm sont algébriquement in
dépendantes surC(V ), alors les nombres complexesf (u1), . . . , f (um) sont algébriquement indépendants
Q. En effet, en utilisant les équations fonctionnelles (7), la condition 2 de la Proposition 2.2 et les définit
Ψ1, . . . ,Ψm etA, on voit facilement que :

�Q(
Ψ1(A ), . . . ,Ψm(A)

) = �Q(
f (u1), . . . , f (um)

)
.

Étape (5). Pour terminer la démonstration du théorème nous devons encore démontrer que les fonctionsΨ1, . . . ,Ψm

sont algébriquement indépendantes surC(V ) ; c’est ici que l’on utilise l’hypothèse queM est semi-libre.
Supposons par l’absurde que les fonctionsΨ1, . . . ,Ψm soient algébriquement dépendantes surC(V ). Suivant

Kubota [2], elles engendrent unC-espace vectorielE tel queE/(E ∩ C(V )) ait dimension< m ; nous devons
montrer queM n’est pas semi-libre.

Nous donnons une démonstration uniquement dans le cas particulier oùn = 1 et où les conjuguésβ ′
i des

βi = β1,i (i = 1, . . . ,m) déterminés par la Proposition 2.2 sont tous positifs ; dans ce cas, la condition 3
Proposition 2.2 nous dit queΨi(u ) = f (Φ(αi,α

′
i )u

βi ) (i = 1, . . . ,m) est analytique au voisinage de l’origin
Dans le cas général (n > 1, ou lesβ ′

i,j pas tous positifs), la démonstration est techniquement plus compli
mais tout à fait de même nature.

SiQ ∈ E, alorsQ(u) = Q(Φ(z, z′)) = ∑
ν∈M∗ dνe(νz+ν′z′), pour des nombres complexesdν . Nous associon

à Q l’ensembleΣ(Q) ⊂ Σ(M∗) dont les éléments sont les couples(ν, ν′) ∈ R2 tels quedν 
= 0 : nous appelon
cet ensemble lesupportdeQ.

Lemme 2.4. Soientc1, . . . , cm des nombres complexes et posonsQ(u) = c1Ψ1(u ) + · · · + cmΨm(u ). Les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) La fonctionQ(u) est rationnelle.
(ii) Il existeε > 0 tel que pour toutν ∈ Σ(Q) on ait−ν′ > ε.
(iii) On a limk→−∞ Q(uηk

) = 0.
(iv) Les sériesG1, . . . ,Gm définies dans(4) sontQ-linéairement dépendantes etM n’est pas semi-libre.

Démonstration. Remarquons d’abord, en utilisant l’identité (5), qu’il existe une constanter1 > 0, dépendan
uniquement deβ1, . . . , βm, telle que pour toutν ∈ Σ(Q), on ait ν > −r1ν

′ > 0 (par exemple, on peut prend
r1 = 1 sim = 1 etΨ1 = f ).

Remarquons aussi que l’on peut généraliser la relation (6). En effet, siβ ∈ S \ {0} est tel queβ > 0 etβ ′ > 0,
on vérifie que :

f (uβ) = f (u ) − R (u ), (8)
β−1M β
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oùRβ est une fonction rationnelle dansQ(u ) (si β = η, on retrouve la fonctionRη que nous avons déjà introduit
comme pourRη, le support deRβ satisfait à la propriété suivante.

Propriété (*). Il existe deux nombres réelsr2, r3 > 0 dépendant deβ, tels que siν ∈ Σ(Rβ), alors ν > −r2ν
′ >

r3ν > 0.

(i) ⇒ (ii). Supposons par l’absurde que pour toutε > 0, il existeν ∈ Σ(Q) tel queε > −ν′ > 0. Comme d’autre
part Q est rationnelle, il existe un polynôme non nulP tel quePQ = R est un polynôme. Ainsi, il existe deu
ensembles finisG1,G2 ⊂ M∗ tels que :( ∑

γ∈G1

pγ e(γ z + γ ′z′)
)

Q
(
Φ(z, z′)

) =
∑

γ∈G2

rγ e(γ z + γ ′z′), pγ , rγ ∈ C \ {0}.

Posonsγ0 = (maxγ∈G1 γ ′)′. L’hypothèse par l’absurde implique que pour toutε > 0 il existe νε ∈ Σγ0 :=
Σ(e(γ0z + γ ′

0z
′)Q(Φ(z, z′))) tel queγ ′

0 − ε < ν′
ε < γ ′

0. De plus, siε est assez petit,νε /∈ ⋃
γ∈G1\{γ0} Σγ . Donc il

existeC > 0 tel queν1/n ∈ Σ(G2) pour toutn � C, ce qui implique queG2 est infini, d’où une contradiction.
(ii) ⇒ (iii). Posonsζ

i
= Φ(αi/βi, α

′
i/β

′
i ). D’après (8) on aQ(u) = ∑m

i=1 cif (( ζ
i
u )βi ) = X(u) − Y(u ),

oùX(u) = ∑m
i=1 cifβ−1

i M
( ζ

i
u), Y(u ) = ∑m

i=1 ciRβi
( ζ

i
u). La propriété (*) implique qu’il existe deux nombre

réelsr4, r5 > 0 tels que pour toutν ∈ Σ(Y) on aitν > −r4ν
′ > r5ν > 0 ; donc limk→−∞ Y(uηk

) = 0. L’équation
fonctionnelle (6) implique alors queZ(u ) := limk→−∞ Q(uηk

) = limk→−∞ X(uηk
) satisfait àZ(uη) = Z(u ),

donc l’application(x, y) �→ (ηx, η′y) définit une bijection deΣ(Z).
L’hypothèse (iii) implique, par passage à la limitek → −∞, queΣ(Z) = ∅. donc limk→−∞ Q(uηk

) = 0.
(iii) ⇒ (iv). On a

lim
k→−∞f (uηk

) =
∑

ν∈M∗
ν>0, ν′<0

e(νz + ν′z′) = GM(u).

Ainsi, si (iii) est vérifié, alorsG1, . . . ,Gm sontC-linéairement dépendantes. Or, une relation de dépendance lin
sur C entre ces fonctions est en fait toujours une relation de dépendance linéaire sur�Q ; on voit que c’est même
toujours une relation deQ-dépendance linéaire.

(iv) ⇒ (i). En raisonnant sur les supports et sur les séries de Fourier, on voit que siG1, . . . ,Gm sont
Q-linéairement dépendantes, alors les fonctionsf

β−1
i M

( ζ
i
u) sont aussiQ-linéairement dépendantes (i =

1, . . . ,m). D’après (8),
∑m

i=1 ciΨi(u ) = ∑m
j=1 cjRβj

( ζ
j
u ) et (1) est vérifié, ce qui complète la démonstrat

du Lemme 2.4 et donc celle du Théorème 1.1 (étape (5)). Pour une démonstration complète de notre t
voir [6]. �
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