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Résumé

Cette Note porte sur les vitesses de convergence d’un estimateur non-paramétrique de la densité d’un process
continu. Plus précisément, sous certaines hypothèses de régularité et d’indépendance asymptotique, l’erreur quadr
grée du polygone de fréquences converge vers zéro à la vitesse optimaleT −4/5 du cas i.i.d. Avec une condition locale plu
faible que celle de Castellana–Leadbetter [Stochastic Process. Appl. 21 (1986) 179–193], la vitesse « suroptimaleT −1 est
obtenue.Pour citer cet article : F.-X. Lejeune, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Optimal and superoptimal rates of frequency polygons for continuous-time processes.This Note deals with densit
estimation in continuous-time. Then under mild regularity and asymptotic independence conditions, the mean integrat
error achieves the same optimal rateT −4/5 of convergence to zero as in the i.i.d. case. Under a local assumption weake
Castellana–Leadbetter’s [Stochastic Process. Appl. 21 (1986) 179–193], we obtain the parametric rateT −1. To cite this article:
F.-X. Lejeune, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit {Xt, t ∈ R} un processus stochastique réel, mesurable et défini sur l’espace probabilisé(Ω,A,P), chaque
Xt ayant la même loiµ de densitéf relativement à la mesure de Lebesgue. L’estimation non-paramétriquef

lorsque la trajectoire est observée sur[0, T ], avecT → ∞, est l’objet d’une littérature abondante, voir par exem
[1,5] et les nombreuses références incluses. En particulier, le polygone de fréquences, qui s’obtient en re
les sommets d’un histogramme en leur milieu, n’a pas encore été étudié en temps continu. Dans cette N

Adresse e-mail :fxlejeun@ccr.jussieu.fr (F.-X. Lejeune).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.05.003
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établissons des vitesses de convergence optimale et suroptimale comparables à celles de l’estimateur à
meilleures que l’histogramme en terme d’erreur quadratique intégrée (EQI). En ce sens, et du fait de sa s
de mise en œuvre, le polygone de fréquences est une alternative satisfaisante de l’histogramme fréquemm
en pratique.

2. Construction de l’estimateur et hypothèses

On obtient le polygone de fréquences en réalisant dans un premier temps un histogramme sur une parti
libréeΠT deR en intervalles de longueurhT tel queT → ∞, hT → 0, T hT → ∞ : ΠT = {πTj , j ∈ JT }, JT ⊂
Z etπTj = [bj , bj+1[= [cj − hT

2 , cj + hT

2 [ , j ∈ JT oùbj etbj+1 désignent les bords deπTj etcj = (bj + bj+1)/2.

Sur chaque intervalleπTj , l’histogramme vaut :f̂H (x) = f̂j = 1
T hT

∫ T

0 1πTj
(Xt )dt, x ∈ πTj où 1A est la fonction

indicatrice de l’ensembleA, et s’interprète comme le temps moyen que passe le processus dans l’intervaπTj

sur la période[0, T ] divisé par la longueurhT deπTj . On construit ensuite le polygone de fréquences en tra
une droite segmentée reliant les points centraux des sommets de chaque rectangle de l’histogramme. L’e
ainsi obtenu est continu et dérivable en dehors des points{cj , j ∈ JT }.

Définition 2.1.On définit l’estimateurf̂FP def par :

f̂FP(x) =
∑
j∈JT

{(
x − cj

hT

)
f̂j+1 +

(
cj+1 − x

hT

)
f̂j

}
1[cj ,cj+1[(x), x ∈ R.

Pour abréger les écritures,Ck(R) désignera l’ensemble des fonctionsk fois continûment dérivables surR, f (k)

la dérivée d’ordrek def etf(Xs,Xt ) la densité du couple(Xs,Xt ). On notera :gs,t = f(Xs,Xt ) − f ⊗ f etRα(f ) =∫
R
[f (α)(x)]2 dx. Les hypothèses portant sur le processus sont les suivantes :

– HypothèsesH0 :
(i) f est continue enx et‖f ‖∞ = M1 < ∞ ;

(ii) f(Xs,Xt ) = f(X0,X|t−s|) pours �= t ;
(iii) f ∈ C2(R), infx∈R f (x) > 0, f (2) ∈ L1(R), f (k) ∈ L2(R) pour k = 0,2 et |f (2)(x) − f (2)(y)| �

L0|x − y|ν pourL0 > 0, ν ∈]0,1] et (x, y) ∈ R
2.

– HypothèsesH1(Γ,�) : il existe un borélien deR2 : Γ = {(s, t) ∈ R
2, |t − s| � u0, u0 > 0} tel que

(i) lim supT →∞ 1
T

∫
[0,T ]2∩Γ

ds dt = �Γ < ∞ ;
(ii) gs,t existe pour(s, t) /∈ Γ ;

(iii) sup(y,z)∈R2 fXu/X0(z/y) � M2 < ∞ pouru � u0 ;
(iv) {Xt, t ∈ R} est un processus arithmétiquement fortement mélangeant de cœfficientα (voir [4]) : α(u) �

a0u
−� pouru � u0, a0 > 0 et� > 2.

– HypothèsesH2 :
(i) gs,t existe pours �= t ;

(ii) ∀y ∈ R,supz∈R

∫ +∞
0 |g0,u(y, z)|du � ϕ(y) où ϕ est une fonction définie surR, positive, continue, inté

grable et bornée.

Commentaires.H1(Γ,�)(i) et H2(ii ) sont des conditions spécifiques au temps continu.H1(Γ,�)(i) est utilisée
de façon analogue dans le contexte de l’estimateur à noyau (voir [1]). Ne portant pas directement sur le p
elle est peu contraignante. Plus restrictive,H2(ii ) est une condition liée à la nature des trajectoires et vér
notamment par une large classe de processus de diffusion (voir [6]). Cette condition affaiblit celle de Ca
et Leadbetter [3] :

∫ +∞
0 ‖g0,u‖∞ du < ∞. Les autres conditions sont classiques en estimation non-paramé

Enfin, nous utiliserons alternativementH (Γ,�) etH avecH pour parvenir à nos résultats.
1 2 0



F.-X. Lejeune / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005) 59–62 61

s

warz.
oir

, en
ce

t :

duisant
té étudiée
e conver-
et
3. Polygone de fréquences : critère EQI

On suppose que pour toutx ∈ R, il existe un indicej (x,T ) tel quex ∈ πTj (x,T ) (:= πTj ). Les hypothèse
énoncées ci-dessus conduisent à une majoration de la variance de l’histogramme utile pour la suite :

Théorème 3.1. (i) Si les conditionsH0(i)–(ii ) etH1(Γ,�)(ii )–(iv) sont vérifiées, alors pour tout1< p � � − 1

T hT · Var{f̂j } � f (ξj )
(
1− hT f (ξj )

) · 1

T

∫
[0,T ]2∩Γ

ds dt + 2Mf (ξj ) · hε
T

+ 4p2(2a0)
1/p

� − p
f (ξj )

1−1/p · h
1
p

{(1−ε)(�−p)−1}
T ,

avecM = max(M1,M2) et 0� ε � 1− 1
�−p

, x ∈ πTj , ξj ∈ πTj ;

(ii) Si les conditionsH0(ii ) etH2 sont vérifiées, alorsT · Var{f̂j } � 2ϕ(ηj ), x ∈ πTj , ηj ∈ πTj .

Eléments de preuve.(i) On obtient le premier terme de la majoration en utilisant l’inégalité de Cauchy–Sch
Le deuxième terme vient deH1(Γ,�)(ii )(iii ). Enfin, le troisième terme découle de l’inégalité de Davydov (v
[1, p. 21]) et de l’hypothèse de mélangeanceH1(Γ,�)(iv).

(ii) La seconde majoration se déduit des hypothèsesH2. �
Remarque 1.On retrouve sousH0 et H1(Γ,�) un résultat semblable à celui obtenu par Rio ([7], Chapitre 1)
temps discret, dans le cas d’un processus strictement stationnaire et fortement mélangeant. Si on remplaH2(ii)
par la condition de Castellana et Leadbetter avecg0,u continue en(x, x), on obtient le comportement limite exac
limT →∞ T · Var{f̂j } = 2

∫ +∞
0 g0,u du.

SousH0, il est connu que l’on peut améliorer la vitesse de convergence du biais de l’histogramme en intro
l’estimateur par polygone de fréquences. L’erreur quadratique intégrée du polygone de fréquences a déjà é
dans les cas i.i.d. [8] et mélangeant [2]. Les résultats suivants apportent une majoration et des vitesses d
gence pour l’EQI en temps continu. On écrira alors l’EQI def̂FP comme la somme du biais carré intégré (BCI)
de la variance intégrée (VI), tels queBCI{f̂FP} = ∫

R
(E{f̂FP(x)} − f (x))2 dx etVI{f̂FP} = ∫

R
Var{f̂FP(x)}dx.

Lemme 3.2. SousH0(iii ), on obtient BCI{f̂FP} = 49
2880R2(f )h4

T + o(h4
T ).

Preuve.Analogue à [8] en utilisantH0(iii ). �
Théorème 3.3. (i) Si les conditionsH0(i)–(ii ) et H1(Γ,�)(ii )–(iv) sont vérifiées et sif 1−1/p ∈ L1(R) pour unp

tel que1< p � � − 1, alors pourFp = ∫
R

f 1−1/p(x)dx et 0� ε � 1− 1
�−p

:

T hT · VI{f̂FP} �
{

1

T

∫
[0,T ]2∩Γ

ds dt + 2M · hε
T + 4p2(2a0)

1/p

� − p
Fp · h

1
p

{(1−ε)(�−p)−1}
T

}
(1+ o(1)) ;

(ii) Si les conditionsH0(ii ) etH2 sont vérifiées, alorsT · VI{f̂FP} � 2
∫

R
ϕ(x)dx + o(1).

Preuve partielle. La preuve est basée sur la décomposition suivante pourx ∈ [cj , cj+1[ :

Var
{
f̂FP(x)

} =
(

x − cj

hT

)2

Var{f̂j+1} +
(

cj+1 − x

hT

)2

Var{f̂j } + 2

(
x − cj

hT

)(
cj+1 − x

hT

)
Cov{f̂j , f̂j+1}.

�
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4. Vitesses optimale et suroptimale

Finalement, pour des choix ad hoc du paramètrehT , on obtient les vitesses optimale et suroptimale du polyg
de fréquences :

Théorème 4.1. (i) Si les conditionsH0 et H1(Γ,�) sont vérifiées et sif 1−1/p ∈ L1(R) pour 1 < p � � − 1, le
choixhT = kT · T −1/5 tel quekT → k,0< k < ∞ entraîne

lim sup
T →∞

T 4/5 · EQI{f̂FP} �
{

49
2880k

4R2(f ) + 1
k

(
�Γ + 2M + 4p2(2a0)

1/pFp

)
si p = � − 1,

49
2880k

4R2(f ) + 1
k
�Γ si p < � − 1;

(ii) Si les conditionsH0(ii )(iii ) etH2 sont vérifiées et sihT = o(T −1/4), alors

lim sup
T →∞

T · EQI{f̂FP} � 2
∫
R

ϕ(x)dx.

Remarque 2.(1) Dans le Théorème 4.1(i), on retrouve la vitesse du cas i.i.d. Cette vitesse est optimale au
elle est atteinte par un processus construit de manière analogue à [1, p. 96], et vérifiantH0 etH1(Γ,�). Notons de
plus qu’elle est minimax (voir [1], Chapitre 4).

(2) Pour la partie (ii), on obtient la vitesse suroptimale propre au temps continu. En effet, sous les co
H0 etH2, la variance asymptotique ne dépend pas dehT (contrairement au cas discret).

Exemple 1. On considère deux modèles de processus de diffusion homogène :{ξ (1)
t , t ∈ R}, le processus

d’Ornstein–Uhlenbeck vérifiant l’équation de Langevin : dXt = −(aXt + b)dt + σ dWt,X0, t � 0 où a, b et

σ désignent des réels positifs, de loi de probabilité invarianteN ( b
a
, σ2

2a
) et {ξ (2)

t , t ∈ R}, solution de l’équation
différentielle stochastique : dXt = −θ sgn(Xt )dt + dWt, θ > 0, X0, t � 0 de densité invariantef (x) = θ e−2θ |x|.
Ces deux modèles vérifient notamment l’hypothèseH2(ii ) d’après [6] et appartiennent à la classe des proce
qui satisfont aux hypothèses du Théorème 4.1.
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