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Résumeé

Cette Note porte sur les vitesses de convergence d'un estimateur non-paramétrique de la densité d’'un processus a temp
continu. Plus précisément, sous certaines hypothéses de régularité et d’'indépendance asymptotique, I'erreur quadratique inté
grée du polygone de fréquences converge vers zéro a la vitesse ofimfdRdu cas i.i.d. Avec une condition locale plus
faible que celle de Castellana—Leadbetter [Stochastic Process. Appl. 21 (1986) 179-193], la vitesse « surdptifals »
obtenuePour citer cet article: F.-X. Lgjeune, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Optimal and superoptimal rates of frequency polygons for continuous-time processe3his Note deals with density
estimation in continuous-time. Then under mild regularity and asymptotic independence conditions, the mean integrated square
error achieves the same optimal rate?/> of convergence to zero as in the i.i.d. case. Under a local assumption weaker than
Castellana—Leadbetter’s [Stochastic Process. Appl. 21 (1986) 179-193], we obtain the paramé’tﬁé.rk’ba:itethis article:

F.-X. Lejeung, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit {X,,t € R} un processus stochastique réel, mesurable et défini sur I'espace prok@bjli4éP), chaque
X; ayant la méme loit de densitéf relativement a la mesure de Lebesgue. L'estimation non-paramétrigfie de
lorsque la trajectoire est observée BUIT], avecT — oo, est I'objet d’'une littérature abondante, voir par exemple
[1,5] et les nombreuses références incluses. En particulier, le polygone de fréquences, qui s’obtient en reliant tous
les sommets d’'un histogramme en leur milieu, n’a pas encore été étudié en temps continu. Dans cette Note, nous
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établissons des vitesses de convergence optimale et suroptimale comparables a celles de I'estimateur a noyau,
meilleures que I'histogramme en terme d’erreur quadratique intégrée (EQI). En ce sens, et du fait de sa simplicité
de mise en ceuvre, le polygone de fréquences est une alternative satisfaisante de I’histogramme fréquemment utilis
en pratique.

2. Construction de I'estimateur et hypothéses

On obtient le polygone de fréquences en réalisant dans un premier temps un histogramme sur une partition équi-
librée ITr deR en intervalles de longueur; tel queT — oo, hr — O, Thy — oo : [l ={nrj, j€ Jr}, Jr C
Zetnrj=[bj,bjtil=[c;— %T cj+ ’%[, j € Jroubj etb;, désignentlesbords de-; etc; = (b; +b;11)/2.

Sur chaque intervaller;, 'histogramme vaut fp (x) = f; = er Iy Lrp; (X;) dt, x € m7j OU 14 estla fonction
indicatrice de I'ensembld, et s’interprete comme le temps moyen que passe le processus dans lintefyalle

sur la périodg0, 7'] divisé par la longueukr dew7;. On construit ensuite le polygone de fréquences en tracant
une droite segmentée reliant les points centraux des sommets de chaque rectangle de I'histogramme. L'estimateu
ainsi obtenu est continu et dérivable en dehors des pgiptsj € Jr}.

Définition 2.1. On définit I'estimateurfrp de f par :

ferw =Y {(x - )fm + (%)ﬁ}h%wm), xeR

JeJr

Pour abréger les écriture®t (R) désignera 'ensemble des fonctionfois continiment dérivables sii, f®
la dérivée d’ordre: de f et f(x, x,) la densité du coupleX,, X,). On notera g;; = fix,.x) — f ® f etRy(f) =
fR[f(‘)‘)(x)]2 dx. Les hypothéses portant sur le processus sont les suivantes :

— HypothésesHy :
(i) festcontinueem et fllecc=M1<00;
(i) fex,.x,) = fxo.x)_s) POUrs #1;
(i) f € C?(R), infrer f(x) > 0, f@ e LYR), f® € L2R) pourk = 0,2 et [fP(x) — f@(y)| <
Lolx — y|” pourLg > 0, v €10, 1] et (x, y) € R2.
— HypothésesH: (I, o) : il existe un borélien d&®? : I = {(s, 1) € R?, |t —s| <uo, uo > 0} tel que
(i) iMSUpr_, o 7 fio.rppny dsdi =£r < 00}
(i) g5 existe pour(s,r) ¢ I';
(ii) supy, z)er? fx,/x0(z/y) < M2 < oo pouru > ug;
(iv) {X;, t € R} est un processus arithmétiquement fortement mélangeant de coetiigiait [4]) : o (u) <
aou”C pouru > ug, ag > 0 etp > 2.
— HypothésesH> :
() g5, existe pous #1;
(i) Yy e R,supcg f0+°0 lgo.. (¥, 2)|du < ¢(y) ou ¢ est une fonction définie s, positive, continue, inté-
grable et bornée.

Commentaires. H1(I", 0) (i) et Hy(ii) sont des conditions spécifiques au temps conthiw(l", o)(i) est utilisée

de facon analogue dans le contexte de I'estimateur & noyau (voir [1]). Ne portant pas directement sur le processus
elle est peu contraignante. Plus restrictiyg(ii) est une condition liée a la nature des trajectoires et vérifiée
notamment par une large classe de processus de diffusion (voir [6]). Cette condition affaiblit celle de Castellana
et Leadbetter [3] j0+°° llgo.ulleo du < co. Les autres conditions sont classiques en estimation non-paramétrique.
Enfin, nous utiliserons alternativemeiii (I, o) et H» avecHgp pour parvenir a nos résultats.
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3. Polygone de fréquences : critere EQI

On suppose que pour towte R, il existe un indicej(x, T) tel quex € nrj, 1) (:= 7). Les hypotheses
énoncées ci-dessus conduisent a une majoration de la variance de I'histogramme utile pour la suite :

Théoreme 3.1. (i) Siles conditiondHp(i)—(ii) et H1 (I, o) (ii)—(iv) sont vérifiées, alors pour todt< p <o —1

Thr ~Vaf{fj} < fEHA—hrfE))- % / dsdr +2Mf(&)) - hy
[0, T]Zmr
4P2(2ao) Yp
-p
avecM =max(M1, Mp) et0<e <1— -1, xeny;, & €y
(i) Siles conditiondp(ii) et H» sont vérifiees, alor§ - Var{ f;} < 2¢(n;), x € nrj, n; € nrj.

FEYP ] =01

Eléments de preuve.(i) On obtient le premier terme de la majoration en utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz.
Le deuxieme terme vient dH1 (I, o)(ii)(iii). Enfin, le troisieme terme découle de l'inégalité de Davydov (voir
[1, p. 21]) et de I'hypothése de mélangeattgrl, o)(iv).

(il) La seconde majoration se déduit des hypothd@ges O

Remarque 1.0n retrouve souslp et H1(I, 0) un résultat semblable a celui obtenu par Rio ([7], Chapitre 1), en
temps discret, dans le cas d'un processus strictement stationnaire et fortement mélangeant. Si onHeriplace
par la condition de Castellana et Leadbetter aygccontinue enx, x), on obtient le comportement limite exact :

iMoo T - Var{ f;} = 2 /57 go,, du.

SousHy, il est connu que I'on peut améliorer la vitesse de convergence du biais de I'histogramme en introduisant
I'estimateur par polygone de fréquences. L'erreur quadratique intégrée du polygone de fréquences a déja été étudié
dans les cas i.i.d. [8] et mélangeant [2]. Les résultats suivants apportent une majoration et des vitesses de conver
gence pour 'EQI en temps continu. On écrira alors 'EQIfée comme la somme du biais carré intégré (BCI) et
de la variance intégrée (V1), tels qBEI{ frp) = [ (E{ frp(x)} — f(x))?dx etVI{ frp} = [5 Var{ fep(x)} dx.

Lemme 3.2. SousHy(iii ), on obtient BC{pr} = 2880R2(f)h4 + o(h ).
Preuve.Analogue a [8] en utilisanip(iii). O

Théoreme 3.3. (i) Siles conditiongy(i)—(ii) et H1(I, o)(ii)—(iv) sont vérifiées et sfl Vr e LY(R) pour unp

tel quel < p <o — 1, alors pourF, = [ f1"YP(x)dr et0< e <1 - ip :
Ap*(2agt'r | Sia-e=p)-

e—p

A 1
ThT~V|{fFP}<{? / dsdr +2M - hi + Fp-hy

[0,T12NI

}(1 +0(1) ;

(ii) Siles conditiondy(ii) et H, sont vérifiées, alorg ~Vl{f|:p} < ZfR ¢(x)dx + o(1).
Preuve partielle. La preuve est basée sur la décomposition suivantepaue;, ¢;y1[ :

—_c\2 N . — 2 N —C; ; — A A
Var| fee} = (12 ) vart o+ () vty 2 ) (L) o fra

d
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4. Vitesses optimale et suroptimale

Finalement, pour des choix ad hoc du paramgireon obtient les vitesses optimale et suroptimale du polygone
de fréquences :

Théoréme 4.1. (i) Si les conditionsHy et Hy (I, o) sont vérifiées et sf2~7 ¢ LY(R) pourl < p <o —1,le
choixhr = kr - T~Y° tel quekr — k, 0 < k < oo entraine

limsupT*/® - EQI{ frp} <

T—o00

O Ro(f) + (Lr +2M + 4p?(2a) P F,) sip=0 -1,
saaok*R2(f) + Fer sip<o—1;

(i) Siles conditionsHy(ii)(iii ) et H> sont vérifiées et gir = o(T ~/4), alors

T—o00

lim supT - EQI{ frp} < 2/g0(x)dx.
R

Remarque 2.(1) Dans le Théoreme 4.1(i), on retrouve la vitesse du cas i.i.d. Cette vitesse est optimale au sens ou
elle est atteinte par un processus construit de maniére analogue a [1, p. 96], et \i@gifait; (I, o). Notons de
plus qu’elle est minimax (voir [1], Chapitre 4).

(2) Pour la partie (ii), on obtient la vitesse suroptimale propre au temps continu. En effet, sous les conditions
Hy et H,, la variance asymptotique ne dépend pasgdécontrairement au cas discret).

Exemple 1.0n considére deux modéles de processus de diffusion homog@,@,: t € R}, le processus

d’'Ornstein—Uhlenbeck vérifiant I'équation de LangevinX,;d= —(aX; + b)dt + o dW;, Xo,t > 0 ol a, b et

o désignent des réels positifs, de loi de probabilité invaridvﬁt%, (2’—5) et {é,(z), t € R}, solution de I'équation

différentielle stochastique X = —6 sgnX,)dr +dW,, 6 > 0, Xo,r > 0 de densité invariant¢(x) = 6 =211,
Ces deux modeles vérifient notamment I'hypoth&s€i) d'apres [6] et appartiennent a la classe des processus
qui satisfont aux hypothéses du Théoreme 4.1.
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