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Résumé

Pour des systèmes d’équations semi-linéaires hyperboliques du second ordre à données initiales sur la réunio
hypersurfaces caractéristiques sécantes, et sous des hypothèses de structure assez générales sur les termes non
montre dans un cadre d’espaces de type Sobolev que la solution du problème de Goursat semi-linéaire ainsi posé est
seulement dans un voisinage assez petit de la sécante des deux hypersurfaces mais aussi dans un voisinage de la r
entière de ces deux hypersurfaces.Pour citer cet article : D.E. Houpa, M. Dossa, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Goursat problems for some semilinear hyperbolic systems. For some semilinear hyperbolic systems of the second o
with initial data on two intersecting characteristic hypersurfaces, and under a general hypothesis on the structure of the
terms, we prove that the solution of the so-called semilinear Goursat problem is defined, not only on a small neighbou
the intersection of these hypersurfaces, but also in a neighbourhood of the entire union of the hypersurfaces.To cite this article:
D.E. Houpa, M. Dossa, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Our aim here is to prove that the characteristic problem(P ) with initial data on the union of two intersectin
characteristic hypersurfaces has a unique solution which is not only defined on a small neighbourhoo
intersection of these hypersurfaces but is also defined on a neighbourhood of the entire union of both hyper
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To achieve that goal, we are making use of a general hypothesis on the structure of the nonlinear terms
tions(Er). This hypothesis is more general than those considered in [1] (in order to obtain a solution defin
neighbourhood of one of the characteristic hypersurfaces), and is satisfied, for example, for quadratic nonli
for which the null condition of Klainerman is verified.

Our method of resolution is similar to that of [2]. Thus, we first of all prove that the integral system of K
hoff’s formulae which are associated to the problem(P ) and the derived equations up to order three of equat
(Er) has a unique solution in a space of continuous and bounded functions and the solution is defined on
bourhood of the whole union of the characteristic hypersurfaces on which initial data are given.

The so-called semiglobal existence result thus obtained for the system of Kirchhoff formulae is comb
classical local existence techniques of [5,7] in order to establish, in some weighted Sobolev spaces, a p
mates for local solutions of(P ). We can thus deduce a semiglobal existence result for the problem(P ), that is the
solution obtained is defined in a neighbourhood of the whole union of the two initial characteristic hypersu

1. Cadre géométrique, hypothèses et position du problème

On considère le système d’équations semi-linéaires du second ordre suivant :

(Er) : Aλµ(xα)∂2
λµur + fr(x

α,us, ∂νus) = 0, où α,λ,µ, ν = 0, . . . ,3 ; r, s = 1, . . . ,N ; ∂2
λµ = ∂2

∂xλ∂xµ ;

∂ν = ∂
∂xν ; L = Aλµ∂2

λµ est un opérateurx0-hyperbolique.

– T est une 2-surface deR4 définie par :{(xα) ∈ R
4 | x0 = 0, x1 = 0; (x2, x3) ∈ B}, oùB est un domaine ferm

et borné deR2.
– Y = {(xα) ∈ R

4 | x0 � |x1|; (x2, x3) ∈ B}, Sw = {(xα) ∈ R
4 | x0 = (−1)w−1x1; (x2, x3) ∈ B} avecw = 1,2.

S = S1 ∪ S2, T = S1 ∩ S2 ; Dw est la projection deSw dans l’espace des(xi), i = 1,2,3 ; pourT ∈ R
∗+,

YT = Y ∩ {x0 � T }, Sw
T = Sw ∩ {x0 � T }, Σw

T = Sw ∩ {x0 = T }.
– Pour toute fonctionv définie dans un domaine deY , on pose [v]w = v|Sw : [v]w(x1, x2, x3) =

v((−1)w−1x1, x1, x2, x3).
– Hypothèse(C) : Sw est caractéristique pourL i.e. : [A00]w + 2(−1)w[A01]w + [A11]w = 0, w = 1,2.
– Pour toutσ ∈ R

∗+, Pσ est l’hyperboloïde parabolique d’équation :(x0)2 − (x1)2 = σ 2, Y(σ ) = {(xα) ∈ R
4 |

|x1| � x0 �
√

(x1)2 + σ 2; (x2, x3) ∈ B}, YT ,σ = YT ∩Y(σ ), GT,σ = Y(σ ) ∩ {x0 = T }.
– Y(g) = ⋃

T ∈R
∗+ YT ,g(T ) oùg :R∗+ → R

∗+ est une application.
– ϕw

r est une fonction définie surDw.

Sous l’hypothèse(C), on considère le problème de Goursat suivant :

(P )

{
(Er) : Aλµ(xα)∂2

λµur + fr(x
α,us, ∂νus) = 0 dansY,

(C − I ) : ur = ϕw
r surSw.

Dans un cadre fonctionnnel d’espaces de type Sobolev à préciser, et sous l’hypothèse de structure(G1) (ci-
dessous), on montre que la solution de(P ) existe et est définie non seulement dans un voisinage assez petiT
mais aussi dans un voisinage deS tout entier.

On fait les hypothèses suivantes : soitp ∈ N ∪ {+∞} :

– Hypothèse(αp) : L est un opérateurx0-hyperbolique tel que :A00 > 0 et AijXiXj est définie négative
Aλµ ∈ Cp(R2 × B).

– Hypothèse géométrique(G) : ∀σ ∈ R
∗+, Pσ est spatiale pourL.

– Hypothèse de structureG1 : Les fr sont des fonctions de classeC∞ dansR2 × B × V × R
4N , (V ou-

vert deR
N ) et telles que∀r ∈ [1, n] ∩ N, ∀w ∈ 1,2, f (xα; [u ]w; [∂ u ]w) est linéaire par rapport au
r s ν s
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ux
dérivées[∂0us]w lorsqu’on y remplace(xα) par ((−1)w−1x1, x1, x2, x3) et les [∂ius]w par leur valeur
∂i[us]w − (−1)w−1[∂0us]w , pouri = 1,2,3.

– Hypothèse de structure(G2) : Lesfr sont des fonctions de classeC∞ dansR2 × B × V × R
4N linéaires par

rapport aux dérivées∂νus .
Hypothèse(γp) : ∀r, ∀w, ϕw

r ∈ Cp(Dw) etϕ1
r = ϕ2

r surT ; ϕw
r (Dw) ⊂ V

Remarque 1. (i) L’hypothèse géométrique(G) est vérifiée dans le cas où :A00 + A11 � 2|A01|.
(ii) L’hypothèse(G2) est une condition suffisante pour que l’hypothèse(G1) soit vérifiée.
(iii) L’hypothèse(G1) entrâine que les restrictions àSw des équations(Er) se réduisent à des équations a

dérivées partielles linéaires du premier ordre d’inconnues[∂0us]w qu’on peut résoudre globalement dansSw.
(iv) Si les fonctionsfr sont de la formeLr + Qr avec lesLr vérifiant l’hypothèse(G2) et lesQr étant des

fonctions de classeC∞ quadratiques en les∂νus et vérifiant la condition de nullité de Klainerman alors lesfr

vérifient l’hypothèse de structure(G1).
(v) L’hypothèse de structure sur lesfr mentionnée dans (iv) est plus générale que celles faites dans [1].

2. Cadre fonctionnel

On notera : pourk ∈ N, ∂k
0 = ∂k

(∂x0)k
; pour α = (αi) ∈ N

3, ∂α = ∂ |α|
(∂x1)α1(∂x2)α2(∂x3)α3

et pourα = (αν) ∈ N
4,

Dα = ∂ |α|
(∂x0)α0(∂x1)α1(∂x2)α2(∂x3)α3

.

– Pour toute fonction vectoriellev = (vr ) définie dans un domaine deSw et pour toutp ∈ N on pose :

‖v‖Hp(Σw
t ,Sw) =

(∑
r

∑
|α|�p

∫
Σw

t

|∂αvr |2 dσ(Σw
t )

)1/2

où dσ(Σw
t ) est la mesure induite surΣw

t par dx′ = dx1 dx2 dx3 ;

‖v‖Hp(Sw
t ) =

(∑
r

∑
|α|�p

∫
Sw

t

|∂αvr |2 dx′
)1/2

; ‖v‖Ep(Sw
t ) = esssup

τ∈]0,t]
‖v‖Hp(Σw

τ ,Sw);

(si les seconds membres existent), les dérivées étant prises au sens des distributions.
– Pour toute fonction vectoriellev = (vr ) définie dans un domaine deY et pour toutp ∈ N on pose :

‖v‖Hp(Gt,σ ,Y) =
(∑

r

∑
|α|�p

∫
Gt,σ

|Dαvr |2 dx′
)1/2

;

‖v‖Kp(Yt,σ ) =
(∑

r

∑
|α|�p

t∫
0

τ−1‖v‖2
Hp(Gτ,σ ,Y) dτ

)1/2

; ‖v‖Ep(Yt,σ ) = esssup
τ∈]0,t]

τ−1/2‖v‖Hp(Gτ,σ ,Y) ;

‖v‖Kp(Sw
t ,Y) =

(
p−1∑
k=0

∥∥[
∂k

0v
]w∥∥2

H2(p−k)−1(Sw
t )

)1/2

; ‖v‖Ep(Sw
t ,Y) =

(
p−1∑
k=0

∥∥[
∂k

0v
]w∥∥2

E2(p−k)−1(Sw
t )

)1/2

;

‖v‖Kp(Yt,σ ) =
(

‖v‖2
Kp(Yt,σ ) +

2∑
w=1

‖v‖2
Kp(Sw

t ,Y)

)1/2

; ‖v‖Ep(Yt,σ ) =
(
‖v‖2

Ep(Yt,σ ) +
2∑

w=1

‖v‖2
Ep(Sw

t ,Y)

)1/2

.

(si les seconds membres existent), les dérivées étant prises au sens des distributions.
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On considère les espaces fonctionnels suivants :

– C∞(Yt,σ ) est l’espace des restrictions àYt,σ de fonctions de classeC∞ surR4.
– Ep(Sw

t ) est le sous-espace deHp(Sw
t ) formé de fonctions vectoriellesv = (vr ) pour lesquelles‖v‖Ep(Sw

t ) <

+∞.
– Kp(Yt,σ ) (resp.Ep(Yt,σ )) est le sous-espace deHp(Yt,σ ) formé de fonctions vectoriellesv = (vr ) pour les-

quelles‖v‖Kp(Yt,σ ) < +∞ (resp.‖v‖Ep(Yt,σ ) < +∞).
– Êp(Yt,σ ) est la fermeture dansEp(Yt,σ ) deC∞(Yt,σ ).
– Êp(Sw

t ) est la fermeture dansEp(Sw
t ) de l’espaceC∞(Sw

t ) des restrictions àSw
t de fonctions de classeC∞

surR4.
– Ê

p

loc(Sw) est l’espace des fonctions vectoriellesv définies dansSw et telles que∀t ∈ R
∗+, v |Sw

t
∈ Êp(Sw

t ).
– Ê p

loc(Y(g)) est l’espace des fonctions vectoriellesv définies dansY(g) et telles que∀t ∈ R
∗+, v|Yt,g(t)

∈
Êp(Yt,g(t)).

3. Formulations et preuve des résultats

Théorème 3.1. (1) Soit s ∈ N, s � 5. Si lesfr vérifient l’hypothèse de structure(G1), si les hypothèses(α∞),
(C) et (G) sont vérifiées, et si les données initialesϕw = (ϕw

r ) sont telles que:
(i) ϕw ∈ Ê2s−1

loc (Sw) ;
(ii) ϕ1 = ϕ2 surT = S1 ∩ S2.
Alors il existe une applicationg de R

∗+ dansR
∗+, et une unique solutionu = (ur) du problème de Goursa

semi-linéaire(P ) définie dans le domaineY(g) et telle queu ∈ Ê s
loc(Y(g)).

(2) Si en outre l’hypothèse de structure(G2) est vérifiée, on peut supposers � 4 et avoir les mêmes conclusio
que ci-dessus.

(3) Si outre les hypothèses de(1) ou (2) on suppose que les données initialesϕw = (ϕw
r )sont des restrictions à

Sw de fonctions de classeC∞ dansR
2 × B, alors la solutionu ∈ C∞(Y(g)).

Pour établir ce théorème, on a besoin du résultat suivant portant sur le système intégral des formules de
associées au problème(P ), il sera formulé avec les notations de [3], en particulier :

– C−
M0

est le demi-conoïde caractéristique pourL issu deM0 et dirigé vers le passé ;(C−
M0

) est la partie deC−
M0

qui se trouve au-dessus deS ; S0(M0) désigne la 2-surfaceC−
M0

∩ S;
– Une partieD deR

4 dont la frontière contientS est dite causale si :∀M0 ∈ D, (C−
M0

) ⊂ D et M0 est l’unique

point singulier de(C−
M0

).

Théorème 3.2. Sous les hypothèses(α7), ((cf. définition page2) (γ7) ((cf. définition page3) et (G1) on a:

(1) Toute solutionu = (ur) de (P ) cinq fois différentiable et admettant des dérivées jusqu’à l’ordre qu
bornées dansY , vérifie ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre trois le système intégral des formules de Kir
généralisées suivant: pour tout pointM0(x

α
0 ) deY ,

(FS)



4πUS(xα
0 ) =

2π∫
0

dλ3

π∫
0

sinλ2 dλ2

ψ(xα
0 ;λh)∫

0

HS

(
UT ,ΩR

T , Ω̂R
T

)
dλ1 +

2π∫
0

dλ3

π∫
0

JS

([UT ],ΩR
T

)
dλ2,

ΩR
S (xα

0 ;λh) = ΩR
0S +

λ1∫
HR

T (UQ)ΩT
S dλ1,
0
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de
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éfinies
oint
où : 

UR = (
ur, ∂αur , ∂

2
αβur , ∂

3
αβγ ur

)
,

HS

(
UT ,ΩR

T , Ω̂R
T

) = �
([UR]LR

S

(
UT ,ΩR

T , Ω̂R
T

) + σωR
S

[
fR(UT )

])
,

JS

([UT ],ΩR
T

) = Ei
S

([UT ],ΩR
T

)(
∆1

i − ∂ψ

∂λh

∆h
i

)
,

ΩR
S = (

ωR
S ;ωR

S,i;ωR
S,ij

)
, Ω̂R

S =
(

ωR
S − δR

S

λ1
; ωR

S,i

λ1
; ωR

S,ij

λ1

)
,

ΩR
0S = (

δR
S ;0;0

)
, ωR

S,i = ∂ωR
S

∂p0
i

, ωR
S,ij = ∂2ωR

S

∂p0
i ∂p

0
j

,

∆ =
∣∣∣∣ D(xi)

D(λj )

∣∣∣∣, � = ∆

sinλ2
, ∆

j
i ≡ mineur associé à∆, σ = −|�|−1/2,

p0
1 = sinλ2 cosλ3, p0

2 = sinλ2 sinλ3, p0
3 = cosλ2

surS0(M0) on aλ1 = ψ(xα
0 ;λh); i, j = 1,2,3; h = 2,3; α,β, γ = 0, . . . ,3,

HR
T est une matrice triangulaire dépendant des fonctionsAλµ, fr et

de leurs dérivées jusqu’à l’ordre trois et deux respectivement.

LesLR
S , ωR

S , Ei
S sont les fonctions auxiliaires introduites dans[3] ; lesp0

i sont des paramètres permettant
repérer les bicaractéristiques issues deM0, qui engendrentC−

M0
, λ1 est un paramètre permettant de repérer

points d’une bicaractéristique donnée deC−
M0

.
(2) Il existe une constante positiveh et des constantes positivesC(h), M(h), B(h) telles que pour tout domain

causalY0 dont la frontière contientS et qui est contenu dans le domaineD(C(h),M(h),B(h)) défini par:{
(xα) ∈ Y | (0< a < M(h) eta � C(h)|x1|) ou

(
0< a < M(h) eta > C(h)|x1| etx0 < B(h)

)}
aveca = x0 − |x1|, le système intégral(FS) admet une unique solution((US), (ΩR

S )) dans l’espace des fonction
continues et bornées et on a: (i) sur Sw les fonctionsUR prennent les valeursΦR = ([ur ]w, [∂αur ]w, [∂2

αβur ]w,

[∂3
αβγ ur ]w) ; (ii) ∀(xα) ∈ Y0, |UR(x0, xi) − ΦR(xi)| � h.

Idée de la démonstration du Théorème 3.2.
(1) D’après la Remarque 1(iii), les restrictions àS des dérivées jusqu’à l’ordre 3 de la solution éventuellu

du problème(P ), notées(ΦS), sont déterminées de manière unique surS tout entier. La preuve de (1) est alo
similaire à celle faite dans [3] dans le cas du problème de Cauchy ordinaire.

(2) La solution du système intégral(FS) est construite, dans l’espace des fonctions continues et bornées d
sur un domaine causalY1, voisinage deS dansY (muni de la métrique de la convergence uniforme), comme p
fixe d’une application contractanteΘ envoyant une boule centrée en(ΦS) dans elle-même.Θ est définie de la
manière suivante :(VS) �→ (US)avec :

4πUS(xα
0 ) =

2π∫
0

dλ3

π∫
0

dλ2 sinλ2

ψ(xα
0 ;λh)∫

0

HS(VT ,Ω)dλ1 +
2π∫
0

dλ3

π∫
0

JS(Ω)dλ2.

Les(ΩR
S ) = Ω étant solution du système intégral linéaire :Ω(xα

0 ;λh) = Ω0 + ∫ λ1
0 F(VS,Ω)dλ1.

Pour montrer queΘ est contractante, on utilise une étude complète de la 2-surfaceS0(M0) pour l’intégrale
double ; en ce qui concerne l’intégrale triple, on montre que lorsqueM0(x

α
0 ) tend vers un point deS , on a la

fonctionV (xα) = ∫ 2π dλ
∫ π dλ sinλ

∫ 0 dλ qui tend vers zéro (cf. [4]). �
0 0 3 0 2 2 ψ(xα
0 ;λh) 1
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Démonstration du Théorème 3.1.
(1) Pour établir ce résultat, il suffit de montrer que∀T ∈ R

∗+, il existeg(T ) ∈ R
∗+ tel que le problème(P ) admet

dansYT ,g(T ) une unique solutionu ∈ Ê s(YT ,g(T )). �
3.1. Idée de la démonstration du Théorème 3.1

Pour des raisons de densité et de complétude des espaces de type Sobolev considérés, on peut su
toutes les données sontC∞.

On déduit du Théorème 3.2 partie (2) qu’il existe, vu l’hypothèse(G), g(T ) ∈ R
∗+ tel que le système inté

gral (FS) des formules de Kirchhoff admet une unique solution(v̄r , v̄rα, v̄rαβ, v̄rαβγ ) dans l’espace des fonction
continues et bornées dansYT ,g(T ).

D’après [7], il existeT0 ∈ ]0, T ] tel que dans le domaineYT0,f (T ) le problème(P ) admet une solution uniqu
u = (ur) ∈ C∞(YT0,f (T )). Du Théorème 3.2 partie (1) on déduit que les fonctionsur et leurs dérivées jusqu’
l’ordre trois vérifient le système intégral(FS). Par unicité de la solution de ce système intégral on a donc :ur = v̄r ,
∂αur = v̄rα , ∂2

αβur = v̄rαβ , ∂3
αβγ ur = v̄rαβγ . On déduit de ce qui précède que∀T1 ∈ ]0, T ], toute solutionu de(P )

définie dansYT1,f (T ) vérifie l’estimation a priori :

‖u‖Es (YT1,g(T )) � K (∗)

où la constanteK ne dépend que deK0 = maxr maxYT ,g(T )
{|v̄r |, |v̄rα |, |v̄rαβ |, |v̄rαβγ |} et de

∑2
w=1 ‖ϕw‖E2s−1(Sw

T ).
On en déduit, vu les résultats de [6,7], l’existence et l’unicité de solution pour le problème (P ) dansYT ,g(T )

tout entier.

Remarque 2. Le Théorème 3.1 s’étend facilement au cas oùB = R
2 ; il est comparable aux résultats de [1] ;

s’applique aux èquations de Yang–Mills–Higgs, ainsi qu’aux applications harmoniques hyperboliques.
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