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Résumé

On considère un problème quasi-statique de contact unilatéral sans frottement et avec adhérence entre deux corp
tiques. L’endommagement qui résulte de la compression ou de la tension est aussi pris en compte dans la loi de com
L’adhérence est modélisée en utilisant une variable superficielle sur la frontière de contact. Le contact est décrit avec
Signorini modifié et on inclut la contrainte tangentielle due à l’adhérence. Le problème est formulé comme un système
tions variationnelles d’évolution qui est approché en la variable spatiale par des méthodes d’éléments finis non confor
l’opérateur de projection « mortar » et un schéma d’Euler rétrograde pour la discrétisation temporelle. On démontre u
d’estimation d’erreur sous des hypothèses de régularité. Des résultats numériques correspondants sont présentés.Pour citer cet
article : J.R. Fernández et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Numerical analysis of a viscoelastic frictionless contact problem with adhesion and damage. A model for quasistatic
adhesive, and frictionless contact between two viscoelastic bodies is described. Material damage, which results from
compression, is taken into account in the constitutive law. The adhesion process is modelled by introducing the bondin
the contact surface as a dependent variable. Contact is described with a modified Signorini condition which includes the
normal tensile force. The variational problem is formulated as a coupled system of evolution equations. It is discretiz
an explicit scheme for the time derivatives and a nonconforming finite element method based on the mortar projection
Error estimates are obtained for the numerical scheme under additional regularity hypotheses. Finally, numerical res
two-dimensional example are depicted.To cite this article: J.R. Fernández et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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We consider the quasistatic contact problem, ProblemP, between two viscoelastic bodies which includes ad
sion and material damage.

The variational formulation of ProblemP is as follows:

Problem VP. Find the displacement fieldu : [0, T ] → U , the damage fieldζ : [0, T ] → K and the adhesion fiel
β : [0, T ] → L2(ΓC) such thatu(0) = u0, ζ(0) = ζ0, β(0) = β0, and(

Aε
(
u̇(t)

)
,ε

(
v − u(t)

))
Q

+ (
G

(
ε
(
u(t)

)
, ζ(t)

)
,ε

(
v − u(t)

))
Q

+ j
(
β(t);u(t),v − u(t)

)
�

(
f(t),v − u(t)

)
, ∀v ∈ U, t ∈ [0, T ],(

ζ̇ (t), ξ − ζ(t)
)
Y

+ a
(
ζ(t), ξ − ζ(t)

)
�

(
φ
(
ε
(
u(t)

)
, ζ(t)

)
, ξ − ζ(t)

)
Y
, ∀ξ ∈ K, t ∈ [0, T ],

β̇ = −γνβ+R
([uν]

)2 + γνβ+(1− β)+
1+ ζ 2

onΓC × [0, T ].

The existence and uniqueness of the solution(u, ζ, β) which satisfies (1) was proved in [4]. Here, we prese
numerical method for the problem using Euler’s backward time discretization and a nonconforming finite e
method to approximate the spatial variables. The discrete variational problem is as follows:

Problem VPhk . Find the discrete displacement fielduhk = {un
hk}Nn=0 ⊂ Uh, the discrete damage fieldζhk =

{ζ n
hk}Nn=0 ⊂ Kh and the discrete adhesion fieldβhk = {βn

hk}Nn=0 ⊂ Bh such thatu0
hk = u0

h ∈ Uh, ζ 0
hk = ζ 0

h ∈ Kh,

β0
hk = β0

h ∈ Bh and forn = 1,2, . . . ,N ,

(
Aε

(
un

hk − un−1
hk

k

)
,ε(vh − un

hk)

)
Q

+ (
G

(
ε(un−1

hk ), ζ n−1
hk

)
,ε(vh − un

hk)
)
Q

+ j (βn−1
hk ;un−1

hk ,vh − un
hk)

� ( f n,vh − un
hk)V , ∀vh ∈ Uh,(

ζ n
hk − ζ n−1

hk

k
, ξh − ζ n

hk

)
Y

+ a(ζ n
hk, ξh − ζ n

hk) �
(
φ
(
ε(un−1

hk ), ζ n−1
hk

)
, ξh − ζ n

hk

)
Y
, ∀ξh ∈ Kh,

βn
hk − βn−1

hk

k
= −PBh

[
γν(β

n−1
hk )+

[
R

(
un−1,1

hk · ν1 + π1
h(un−1,2

hk · ν2)
)]2] + γν(β

n−1
hk )+(1− βn−1

hk )+
1+ (

∑n
j=1 kβ

j−1
hk )2

onΓC.

The existence of a unique solution for ProblemVPhk is obtained by using the usual arguments of variatio
inequalities (see [5]). The main result (Theorem 2.1) is the following error estimate:

max
0�n�N

{||un − un
hk||V + ‖ζ n − ζ n

hk‖Y + ‖βn − βn
hk‖L2(ΓC)

}
� c(h3/4 + k).

ProblemVPhk was solved by using a penalty-duality algorithm introduced in [2]. In Section 3 we present num
experiments. The numerical results are shown in Fig. 2.

1. Problème mécanique et formulation variationnelle

Soient deux corps viscoélastiques occupant deux ouvertsΩ1 et Ω2 (
 = 1,2), de frontièresΓ 
 suffisamment
regulières, divisées en trois parties disjointes et mesurablesΓ 


D , Γ 

F et Γ 


C (mes(Γ 

D) > 0 pour 
 = 1,2). Soit

ν
 le vecteur unitaire de la normale sortante àΓ 
 et soit [0, T ] un intervalle de temps,T > 0. Le corpsΩ
 est
supposé fixé sur la partieΓ 
 de la frontière alors que des forces volumiques et surfaciques de densitésf 
 et f 

D 0 2



J.R. Fernández et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005) 63–68 65

tact

:

.

rme
e

agissent respectivement dansΩ
 etΓ 

F . Sur la partieΓ 1

C = Γ 2
C = ΓC , les corps sont susceptibles d’entrer en con

unilatéral que l’on supposera sans frottement.
Soientu
 = u|

Ω

: �Ω
 × [0, T ] → R

2 le champ de déplacements,σ 
 = σ |
Ω


: �Ω
 × [0, T ] → S2 = R
2×2
S le

champ de contraintes,ζ 
 = ζ|
Ω


: �Ω
 × [0, T ] → [0,1] l’endommagement du matériau etβ : �ΓC × [0, T ] → [0,1]
la fonction d’adhérence. Le problème mécanique s’ecrit de la façon suivante (voir [4] pour plus de détails)

Problème P. Trouver le champ de déplacementsu
 :Ω
×[0, T ] → R
2, le champ de contraintesσ 
 :Ω
 ×[0, T ] →

S2, la fonction d’endommagementζ 
 :Ω
 × [0, T ] → R et la fonction d’adhérenceβ :ΓC × [0, T ] → R tels que
(pour
 = 1,2) :

σ 
 = A
ε(u̇
) + G

(
ε(u
), ζ 


)
dansΩ
 × (0, T ),

ζ̇ 
 − κ
�ζ
 + ∂ψK(ζ 
) � φ

(
ε(u
), ζ 


)
dansΩ
 × (0, T ),

Div σ 
 + f 

0 = 0 dansΩ
 × (0, T ),

u
 = 0 surΓ 

D × (0, T ),

σ 
ν
 = f 

2 surΓ 


F × (0, T ),

∂ζ 


∂ν

= 0 surΓ 
 × (0, T ),

[uν] � 0, σ 1
ν = σ 2

ν � γνβ
2(−R

([uν]
))

+ surΓC × (0, T ),(
σ 1

ν − γνβ
2(−R

([uν]
))

+
)[uν] = 0 surΓC × (0, T ),

−σ 1
τ = σ 2

τ = pτ (β)R∗(u1
τ − u2

τ ) surΓC × (0, T ),

β̇ = −γνβ+
(
R

([uν]
))2 + γνβ+(1− β)+

1+ ζ 2
surΓC × (0, T ),

u
(0) = u

0 et ζ 
(0) = ζ 


0 dansΩ
, β(0) = β0 surΓC,

où ε(v) = 1
2(∇v + ∇T v) représente le tenseur de déformations linéarisé et[vν] = v1 · ν1 + v2 · ν2 le saut du

déplacement normal relatif à traversΓC .

On supposera que le tenseur de viscositéA
 d’ordre quatre est borné dansΩ
, symétrique etS2-elliptique, et que
la fonction d’élasticitéG
, la fonction d’endommagementφ
 et la fonction d’adhérencepτ sont lipschitziennes
Les chargements extérieurs sont représentés parf 


0 ∈ W1,∞(0, T ; [L2(Ω
)]2) et f 

2 ∈ W1,∞(0, T ; [L2(Γ 


F )]2).
Afin de présenter la formulation variationnelle du ProblèmeP nous introduisons les espacesV = V (Ω1) ×

V (Ω2), Q = [L2(Ω1)]d×d
S × [L2(Ω2)]d×d

S etY = L2(Ω1) × L2(Ω2), où

V (Ω
) = {
v
 ∈ [

H 1(Ω
)
]2; v
 = 0 surΓ 


D

}
.

Cet espaceV est muni du produit scalaire(u, v)V = (ε(u),ε(v))Q et le norme associée est équivalente à la no
usuelle surV , compte tenu de l’inégalité de Korn. Soitf ∈ W1,∞(0, T ;V ′) l’élément défini par le théorème d
Riesz répresentantf1

0, f2
0, f1

2 et f2
2. L’ensemble des déplacements admissibles est défini parU :

U = {
v ∈ V ; [vν] � 0 surΓC

}
.

SoitH1 = H 1(Ω1) × H 1(Ω2) et on définit la forme bilinéairea :H1 × H1 → R par,

a(ξ,ψ) =
2∑

κ


∫
∇ξ
 · ∇ψ
 dx ∀ξ = (ξ1, ξ2), ψ = (ψ1,ψ2) ∈ H1,

=1
Ω
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oùK est l’ensemble de l’endommagement admissibles :

K = K(Ω1) × K(Ω2), K(Ω
) = {
ξ
 ∈ H 1(Ω
); 0� ξ
 � 1 p.p. dansΩ


}
.

Soit j :L2(ΓC) × V × V → R la fonctionnelle définie par :

j (β;u,v) =
∫
ΓC

pτ (β)R∗(u1
τ − u2

τ ) · (v1
τ − v2

τ )da −
∫
ΓC

γνβ
2(−R

([uν]
))

+[vν]da, ∀β ∈ L2(ΓC), u,v ∈ V,

et, pour les donnés initiales, nous supposons queu0 ∈ U , ζ0 ∈ K , β0 ∈ L2(ΓC). En utilisant la formule de Green
on obtient pour le problème mécaniqueP la formulation variationnelle suivante :

Problème PV. Trouver le champ de déplacementsu : [0, T ] → U , la fonction d’endommagementζ : [0, T ] → K

et la fonction d’adhérenceβ : [0, T ] → L2(ΓC) tels queu(0) = u0, ζ(0) = ζ0, β(0) = β0 et
(
Aε

(
u̇(t)

)
,ε

(
v − u(t)

))
Q

+ (
G

(
ε
(
u(t)

)
, ζ(t)

)
,ε

(
v − u(t)

))
Q

+ j
(
β(t);u(t),v − u(t)

)
�

(
f(t),v − u(t)

)
, ∀v ∈ U, t ∈ [0, T ],(

ζ̇ (t), ξ − ζ(t)
)
Y

+ a
(
ζ(t), ξ − ζ(t)

)
�

(
φ
(
ε
(
u(t)

)
, ζ(t)

)
, ξ − ζ(t)

)
Y
, ∀ξ ∈ K, t ∈ [0, T ],

β̇ = −γνβ+R
([uν]

)2 + γνβ+(1− β)+
1+ ζ 2

surΓC × [0, T ].

Dans l’étude du problème variationnelPV on a le résultat suivant :

Théorème 1.1. Il existe une unique solution du Problème PV avec la régularité :

u ∈ W1,∞(0, T ;V ), ζ̇ ∈ L2(0, T ;H1) ∩ L∞(0, T ;Y), ζ ∈ L∞(0, T ;H1), β ∈ W1,∞(
0, T ;L∞(ΓC)

)
. (1)

La démonstration du Théorème 1.1 utilise des arguments d’opérateurs pseudomonotones (voir [6,7]).

2. Le problème discretisé

On suppose que chaque solideΩ
, 
 = 1,2, est un polygone et on associe àΩ
 une famille regulière de
triangulations notéeT 


h . Comme les solides sont discretisés de manière indépendante, les maillages obtenu
incompatibles (c’est-à-dire que les noeuds deT 1

h etT 2
h ne coïncident pas surΓC ) ; θ


h dénote la triangulation induit
parT 


h surΓC . Le paramètre de discrétisation surΩ
 esth
 = maxκ∈T 

h
hκ , oùhκ est le diamètre du triangleκ .

Les champs de déplacements sont approchés par :Vh(Ω

) = {v


h ∈ [C( �Ω
)]2 ; v

h|κ ∈ [P1(κ)]2, ∀κ ∈ T 


h ,
v


h|Γ 

D

= 0}, l’endommagement et la fonction d’adhérence par

Yh(Ω

) = {

γ 

h ∈ C( �Ω
); γ 


h |κ ∈ P1(κ), ∀κ ∈ T 

h

}
, Bh = {

τh ∈ L2(ΓC); τh|C ∈ P0(C), ∀C ∈ θ1
h

}
,

et l’on poseVh = Vh(Ω
1) × Vh(Ω

2) etYh = Yh(Ω
1) × Yh(Ω

2).
Soient les espaces :W


h(ΓC) = {ψh : �ΓC → R ; ψh|τ ∈ P1(τ ), ∀τ ∈ θ

h , ψh continue sur chaque ligne droi

de ΓC}, et π

h l’opérateur de projection « mortar » défini dans [1] par la forme suivante :π


hφ ∈ W

h(ΓC),∫

ΓC
(φ − π


hφ)ψh dΓ = 0, ∀ψh ∈ W

h(ΓC). Nous approchons les ensembles de déplacements et d’endom

ments admissibles comme dans [3] :Uh = {vh ∈ Vh; v1
h · ν1+π1

h(v2
h ·ν2) � 0 surΓC}, Kh = (K(Ω1)∩Yh(Ω

1))×
(K(Ω2) ∩ Yh(Ω

2)). Pour discrétiser la variable temporelle, on considère une subdivision uniforme de l’inte
[0, T ] : 0= t < t < · · · < t = T , et on définit le paramètre de discrétisation temporelle park = t − t .
0 1 N 1 0
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Le problèmePV complètement discrétisé par la méthode d’Euler explicite et avec les conditions initialeu0
hk ,

ζ 0
hk etβ0

hk devient :

Problème PVhk . Trouver uhk = {un
hk}Nn=0 ⊂ Uh, ζhk = {ζ n

hk}Nn=0 ⊂ Kh et βhk = {βn
hk}Nn=0 ⊂ Bh tels queu0

hk =
u0

h ∈ Uh, ζ 0
hk = ζ 0

h ∈ Kh, β0
hk = β0

h ∈ Bh, et pourn = 1,2, . . . ,N ,
(

Aε

(
un

hk − un−1
hk

k

)
,ε(vh − un

hk)

)
Q

+ (
G

(
ε(un−1

hk ), ζ n−1
hk

)
,ε(vh − un

hk)
)
Q

+ j (βn−1
hk ;un−1

hk ,vh − un
hk) � (f n,vh − un

hk)V , ∀vh ∈ Uh,(
ζ n
hk − ζ n−1

hk

k
, ξh − ζ n

hk

)
Y

+ a(ζ n
hk, ξh − ζ n

hk) �
(
φ
(
ε(un−1

hk ), ζ n−1
hk

)
, ξh − ζ n

hk

)
Y
, ∀ξh ∈ Kh,

βn
hk − βn−1

hk

k
= −PBh

[
γν(β

n−1
hk )+

[
R

(
un−1,1

hk · ν1 + π1
h(un−1,2

hk · ν2)
)]2] + γν(β

n−1
hk )+(1− βn−1

hk )+
1+ (

∑n
j=1 kβ

j−1
hk )2

surΓC.

En utilisant des techniques classiques d’inéquations variationnelles (voir [5]), on peut démontrer que
blèmePV a une unique solution(uhk, ζhk, βhk) ∈ Vh × Kh × Bh.

Le résultat essentiel de cette Note est l’estimation de l’erreur suivante :

Théorème 2.1. Sous les conditions de régularité :

u
 ∈ H 2(0, T ;V (Ω
)
) ∩ C1(0, T ; [H 2(Ω
)

]2)
, σν ∈ L∞(

0, T ;H 1/2(ΓC)
)
,

ζ
 ∈ C
(
0, T ;H 2(Ω
) ∩ H 2(0, T ;Y(Ω
)

))
,

(2)

si l’on suppose que ΓC est un segment droite et �ΓC ∩ �ΓD = ∅, on a l’estimation d’erreur suivante :

max
0�n�N

{||un − un
hk||V + ‖ζ n − ζ n

hk‖Y + ‖βn − βn
hk‖L2(ΓC)

}
� c(h3/4 + k).

On doit remarquer que les hypothèses de regularité (2) n’ont pas pu être demontrées dans [4] et reste un
ouvert.

3. Résultats numériques

Les inéquations non-linéaires du ProblèmePVhk sont résolues par un algorithme de pénalisation-du
presenté dans [2]. On a implémenté l’exemple numérique décrit dans la Fig. 1 avec les données su
T = 1 s, Ω1 = (0,6) × (0,6), Ω2 = (0,6) × (−6,0), Γ 1

D = {0} × (0,6), Γ 2
D = {0} × (−6,0) ∪ (0,6) × {−6},

Γ 1
F = (0,6) × {6} ∪ {6} × (0,6), Γ 2

F = {6} × (−6,0), ΓC = (0,6) × {0}, f2
2 = 0 N/m2, f1

0 = f2
0 = 0 N/m3,

pτ (r) = r , κ1 = κ2 = 1, γν = 1 N/m, L = 1 m, et f1
2(x1, x2, t) = (0,−10t) N/m2 si 0 � x1 � 3, x2 = 6,

(10x2t,0) N/m2 si x1 = 6, 0� x2 � 6, et0 N/m2 dans les autres cas.
La fonction d’élasticité est définie parG(ε(u
), ζ 
) = ζ 
G
ε(u
), où G
 est le tenseur d’élasticité plane, h

mogène et isotrope de module de YoungE
 = 1000 N/m2 et le coefficient de Poisson,ν
 = 0.3 pour
 = 1,2.
Le tenseur de viscosité a une expression similaire,(A
τ ) = µ
(τ11 + τ22)Kαζ + η
Kαζ , 1 � α, ζ � 2, ∀τ =

(ταζ ) ∈ S2, où Kαζ est le symbole de Kronecker etµ
 et η
 sont les paramètres de viscosité. Ici, on a prisµ
 =
30 N/m2 etη
 = 20 N/m2 pour
 = 1,2.

Finalement, la fonction d’endommagement est définie parφ(ε(u
), ζ 
) = λ

D(

1−ζ 


ζ 
 ) − 1
2λ


uR(ε(u
) · ε(u
)) +
λ


w, oùλ

D , λ


u etλ

w sont les paramètres associés au processus. Les résultats présentés dans la Fig. 2 ont é


 
 

pour les valeursλD = 0.01,λu = 1 etλw = 0 (
 = 1,2).
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Fig. 1. Contact entre deux corps viscoélastiques.

Fig. 2. Norme de von Mises pour le champ des contraintes et le champ de l’endommagement pour le temps final.
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