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Résumé

Dans cette Note on étudie les conditions pour qu’un système d’équations différentielles ordinaires possède une sup
des solutions, et également la linéarisation de tels systèmes. On étudie plus particulièrement l’équation de Riccati.Pour citer
cet article : S. Rezzag et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the superposition principal and Riccati equation. In this Note we study the conditions under which a system
ordinary differential equations admits a nonlinear superposition of the solutions, and also the linearization of such
A particular study is established for the Riccati equation.To cite this article: S. Rezzag et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340
(2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Un système d’équations différentielles ordinaires non linéaires

dxi

dt
= Fi(t, x

1, . . . , xn), i = 1,2, . . . , n (1)

admet un principe de superposition non linéaire (PSN) si sa solution générale peut être formulée en fonc
nombre fini de solutions particulières distinctesx1, . . . , xm et den constantesC1,. . . ,Cn :

x = H(x1, . . . , xm,C1, . . . ,Cn). (2)
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1,3]. On
On exige que la forme des fonctions de superpositionH ne dépende pas du choix des solutions particulièrexi .
Ceci n’exclut pas pour une équation (système) donnée la possibilité d’admettre différentes présentatio
solution générale, et pour différents nombresm de solutions particulières distinctes.

Le PSN remonte aux travaux de S. Lie, E. Vessiot, G. Scheffers et V. Ermakov. En 1893 Lie [2] et Ves
formulaient le problème de la manière suivante :
Quelles sont les conditions pour qu’un système d’EDO du premier ordre possède un PSN ? Et comment déterminer
la formule de la solution générale ?

Lie, Scheffers et Vessiot sont les premiers à avoir répondu à la question.

Théorème 1.1. Les Éqs. (1) possèdent un PSN de la forme (2) si et seulement si elles admettent une séparation
généralisée des variables :

dxi

dt
= T1(t)ξ

i
1(x) + · · · + Tr(t)ξ

i
r (x); i = 1, . . . , n (3)

telle que les champs de vecteurs

Xα =
n∑

i=1

ξ i
α(x)

∂

∂xi
, α = 1,2, . . . , r (4)

engendrent une algèbre de Lie Lr de dimension r � nm.

L’algèbre de LieLr est appelée algèbre de Vessiot–Guldberg.

2. Équation de Riccati

L’équation de Riccati

dx

dt
= P(t) + Q(t)x + R(t)x2 (5)

a la forme (3) pourn = 1 et r = 3, et admet donc un PSN pourm � 3. Il est en effet bien connu que la solutio
généralex de l’équation de Riccati s’exprime en fonction de trois solutions particulières distinctesx1, x2 et x3 :

x − x2

x − x1
= c

x3 − x2

x3 − x1

où c est une constante. D’autre part, si une équation différentielle du premier ordre

dx

dt
= w(t, x)

admet un PSN, alors la dimension de son algèbre de Vessiot–Guldberg est inférieure ou égal à trois [
obtient le résultat suivant :

Proposition 2.1. La forme générale d’une équation différentielle du premier ordre qui admet un principe de
superposition est l’équation de Riccati (5).

On en déduit par exemple que l’équation générale d’Abel :

dx

dt
= a0(t) + a1(t)x + a2(t)x

2 + a3(t)x
3

oùa �= 0, i = 1,2,3, n’admet pas de principe de superposition de solutions.
i
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si de telles
ivant, basé
:

Le fait que des équations différentielles admettent des superpositions nous pousse à nous demander
équations sont linéarisables par un changement de variable. Une réponse est donnée par le résultat su
sur le redressement des champs de vecteurs des algèbres de Lie de dimension inférieure ou égal à deux

Théorème 2.2. Une équation différentielle ordinaire du premier ordre possédant un PSN peut être linéarisée par
un changement de fonction inconnue si et seulement si son algèbre de Vessiot–Guldberg est de dimension inférieure
ou égal à deux.

On obtient pour l’équation de Riccati (5) la proposition suivante :

Proposition 2.3. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Éq. (5) est linéarisable par un changement de fonction inconnue x.
(ii) Éq. (5) peut être écrite sous la forme :

dx

dt
= T1(t)ξ1(x) + T2(t)ξ2(x)

tels que :

X1 = ξ1(x)
d

dx
, X2 = ξ2(x)

d

dx

engendrent une algèbre de Lie de dimension inférieure ou égal à deux.
(iii) Éq. (5) est soit de la forme :

dx

dt
= P(t)x + Q(t)x2 (6)

soit de la forme :

dx

dt
= P(t) + Q(t)x + k

[
Q(t) − kP (t)

]
x2, (7)

où k est une constante.
(iv) Éq. (5) a une solution constante.

Considérons par exemple l’équation de Riccati suivante :

dx

dt
= P(t) + Q(t)x + (

Q(t) − P(t)
)
x2

avecX1 = (1− x2) d
dx

etX2 = (x + x2) d
dx

, et considérons les champs

X = X1 + 2X2 = (1+ x)2 d

dx
,

Y = X2,

qui vérifient[X,Y ] = X. Posons :

X(y) = (1+ x)2 dy

dx
= 1,

ce qui est vérifié en particulier pour

y = − 1
.

1+ x
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On obtient la linéarisation suivante :
dy

dt
= Q(t) − P(t) + (

Q(t) + 2P(t)
)
y,

et on remarque que la condition (iv) est vérifiée pour la fonction constantec = −1.
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