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Résumé

Soit m un entier� 3, on poseh̄(r) = 1
2(r2

1 + · · · + r2
m−1) + rm pour r ∈ Rm, et on considère un vecteur�ω0 ∈ Rm−2

mal approché par les rationnels (au sens de l’approximation simultanée). Fixonsα > 1, L > 0 et R > 1 + ‖�ω0‖∞. Nous
construisons une suite(HN) de Hamiltoniens de classe Gevrey-(α,L) surTm× �B∞(0,R), qui converge vers̄h lorsqueN → ∞,
tels que le système engendré parHN laisse invariant un tore hyperbolique de vecteur fréquencefixe (�ω0,1), qui admet un
point homocline en lequel la matrice d’écart des variétés invariantes est de la forme diag(0, νN , . . . , νN ,0) ∈ Mm(R), avec
νN � exp(−c( 1

εN
)1/2(α−1)(m−2)), oùεN := ‖HN − h̄‖α,L etc > 0. Pour citer cet article : J.-P. Marco, C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Lower bounds of the splitting of the invariant manifolds. Let m be an integer� 3, seth̄(r) = 1
2(r2

1 + · · · + r2
m−1) + rm

for r ∈ Rm, and consider a badly approximable vector�ω0 ∈ Rm−2. Fix α > 1, L > 0 andR > 1 + ‖�ω0‖∞. We construct
a sequence(HN) of Gevrey-(α,L) Hamiltonian functions ofTm × �B∞(0,R), which converges tōh whenN → ∞, such
that for eachN the system generated byHN possesses a(m − 1)-dimensional hyperbolic invariant torus withfixedfrequency
vector(�ω0,1), which admits a homoclinic point with splitting matrix of the form diag(0, νN , . . . , νN ,0) ∈ Mm(R), with νN �
exp(−c( 1

εN
)1/2(α−1)(m−2)), whereεN := ‖HN − h̄‖α,L andc > 0. To cite this article: J.-P. Marco, C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Définitions et résultat principal

1.1. Pourn ∈ N∗ on noteTn = Rn/Zn et on munit l’anneauAn = Tn × Rn des coordonnées angles-actio
θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Tn, r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn, et de sa structure symplectique canonique. On note〈x〉 la projection
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surTn dex ∈ Rn. Si H est un Hamiltonien sur un ouvert deAn, définissant un système complet, on noteΦH son
flot au temps 1.

Soit n � 2 et soith :Rn → R un HamiltonienC∞ ne dépendant que des coordonnées d’action. Son flot H
tonien surAn laisse invariant chaque tore LagrangienT(r) = Tn × {r}, et la restriction du difféomorphismeΦh à
T(r0) est la rotation de vecteurω = ∂rh(r0). Supposonsω simplement résonant (i.e. le moduleM = {ω}⊥ ∩Zn est
de rang 1). Sifε :An → R est une fonction assez régulière, et sous conditions de non-dégénérescence (voi
système Hamiltonien perturbéHε = h + εfε possède pourε assez petit, au voisinage deT(r0), au moins un tore
invariant hyperboliqueTε de dimensionn − 1. La restriction deΦHε àTε est conjuguée à la rotation de vecteuω
sur le tore (de dimensionn − 1) obtenu par projection canonique deM⊥ dansTn.

On s’intéresse ici au cas où le toreTε est voisin de({0} × Tn−1) × {r0}, et où ses variétés invariant
W±(Tε,Φ

Hε) sont des graphes au-dessus de domainesD± de Tn, de la formeI± × Tn−1, avecI+ = [0, δ] et
I− = [1 − δ,1], où δ ∈]1/2,1[. Soient alorsw±

ε :D± → Rn les fonctions telles queW±(Tε,Φ
Hε) aient pour

équationr = w±
ε (θ), et soitD = D+ ∩ D− = ]1 − δ, δ[ × Tn−1. Considérons un point homoclineξ = (θ, r) ∈

W+(Tε,Φ
Hε) ∩ W−(Tε,Φ

Hε) qui vérifieθ ∈ D (et doncr = w+
ε (θ) = w−

ε (θ)). On définit alors lamatrice d’écart
S(ξ,ΦHε) des variétésW±(Tε,Φ

Hε) au pointξ comme la Hessienne de la différencew+
ε − w−

ε au pointθ . Cette
matrice est symétrique, ses valeurs propres sont ditesangles d’écartou de splitting au pointξ . Notre problème es
d’étudier l’asymptotique des angles d’écart lorsqueε tend vers 0. On renvoie à [2] pour des résultats générau
les bornessupérieuresde l’écart.

Dans le cas de tores hyperboliquesdont le vecteur fréquence varie avec la perturbation, nous avons donn
dans [4] des bornesinférieuresoptimales des angles d’écart pour des systèmes de classe Gevrey, et dans
bornes inférieures presque optimales pour des systèmes analytiques. Le but de cette Note est de montrer
des toresà fréquence fixeest d’une autre nature, en insistant en particulier sur le rôle naturel joué par les n
d’approximation diophantiennesimultanéedans ce type de problème.

1.2. Suivant [1], pourn ∈ N∗, σ > 0 etγ > 0 introduisons l’ensemble

Ωn(σ, γ ) =
{
ω ∈ Rn

∣∣∣ ∀ ∈ Z \ {0}, ‖ω‖Z �
(

γ



)(1+σ)/n}

où ‖ ‖Z désigne la distance au réseauZn. On poseΩn(σ) = ⋃
γ>0 Ωn(σ, γ ). On sait que l’ensembleΩn(0) n’est

pas vide, il contient en particulier les vecteursa = (a1, . . . , an) tels que(1, a1, . . . , an) forme une base d’un corp
algébrique surQ. Les éléments deΩn(0) sont ditsmal approchéspar les rationnels.

Nous considérons dans cette note des systèmes perturbés de classe Gevrey surAm, laissant invariants des tore
hyperboliques de dimensionm−1 dont le vecteur fréquence (indépendant de la perturbation) est de la forme(�ω,1),
où�ω ∈ Rm−2 est un vecteur mal approché par les rationnels. Il est dans ce cas possible de construire des
avec des bornes inférieures explicites pour les angles d’écart des variétés invariantes. Nous renvoyons
les définitions relatives aux classes Gevrey. PourR > 0, �B∞(0,R) est la boule fermée de centre 0 et de rayonR

pour la norme Sup, notée‖ ‖∞.

Théorème 1.1.Soit m un entier� 3 et soit h̄(r) = 1
2(r2

1 + · · · + r2
m−1) + rm. On considère un vecteur�ω0 de

Ωm−2(0). SoientR > 1+‖�ω0‖∞, α > 1 etL > 0 donnés. On posea∗ = 1
2(α−1)(m−2)

. Il existe une suite(HN)N�N0

de Hamiltoniens deGα,L(Tm × �B∞(0,R)), qui vérifie εN := ‖HN − h̄‖α,L → 0 si N → ∞, et dont les flots
laissent invariant un tore hyperboliqueT (N) de dimensionm − 1, de vecteur fréquence(�ω0,1), qui possède un
point homoclineζ (N) en lequel la matrice d’écart est de la forme

S
(
ζ (N),ΦHN

) = diag(0, νN , . . . , νN ,0) ∈ Mm(R) avecνN � exp

(
−c

(
1

εN

)a∗)
,

où c est une constante positive.



J.-P. Marco / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 839–842 841

e analyse

i ne se

s

a

e de
La théorie des formes normales prévoit que l’exposant minimal dans notre situation esta = 1/2α(m − 2).
Notre méthode ne donne pas le résultat optimal, nous la voyons cependant comme la première étape d’un
géométrique de l’écart dans des situations non triviales, en dimension quelconque. Notons quea∗ → ∞ pour
α → 1, ce qui vient de l’utilisation cruciale de fonctions à support compact dans notre construction, qu
transpose donc pas directement au cas analytique (α = 1).

2. Démonstration du Théorème 1.1

2.1. Elle commence par la construction d’une suite de difféomorphismes surAn, n = m − 1. On fixe�ω0 ∈
Ωn−1(0). PourN ∈ N∗, on posePN(θ1, r1) = 1

2r2
1 + 1

N2 cos2πθ1, etPN = ΦPN . On pose enfin

FN = Φ
1
2 (r2

1+···+r2
n)+cos2πθ1 = PN × Φ

1
2 (r2

2+···+r2
n).

Nous allons construire une suite(ΨN)N�1 de difféomorphismes deAn, de la formeΨN = Φf (N) ◦ FN , où la
fonctionf (N) est de norme Gevrey-(α,L) majorée par 1/N2, pour lesquels chaque tore

T (r̄0) = {
(θ, r) ∈ An | θ1 = 0, r1 = 0, r̄ = r̄0}, r̄0 ∈ Rn−1,

est invariant et hyperbolique, et pour lesquels l’écart des variétés du toreT (�ω0) est calculable.
Il est clair que pour tout̄r0 ∈ Rn−1, le toreT (r̄0) est invariant et hyperbolique pourFN , et que ses variété

invariantesW±(T (r̄0),FN) coïncident. Sur ces variétés invariantes, on considère le pointζ (N), produit du point
aN = (1

2, 2
N

) sur la séparatrice supérieure dePN par le point de coordonnée angulaireθ̄ = 0 sur le tore d’équation
r̄ = r̄0, i.e.ζ (N) = ((1

2,0), ( 2
N

, r̄0)) en coordonnées angles-actions(θ, r) surAn.
Nous allons construire une fonctionf (N) dont le support ne rencontre l’orbiteO(ζ (N),FN) du pointζ (N) (sous

l’action deFN ) qu’au pointζ (N), telle queΦf (N)
torde de manière contrôlée l’espace horizontal autour deζ (N),

en laissant le pointζ (N) fixe. Cette fonction sera de la forme

f (N)(θ1, θ̄ ) = µNf1(θ1)f̄
(N)(θ̄ ), θ1 ∈ T, θ̄ = (θ2, . . . , θn) ∈ Tn−1, (1)

oùµN est une constante de normalisation à déterminer, qui est directement reliée aux angles d’écart.
Pour choisirf1 nous allons utiliser la conjugaison(PN)N = σ−1

N ◦P1 ◦ σN , oùσN(θ1, r1) = (θ1,Nr1). Notons
e∗ = (1

2,2) le point supérieur de la séparatrice deP1 et δ∗ la coordonnée angulaire deP−1
1 (e∗). Alors les coordon-

nés angulaires des itérésPk
1(e∗) sont dans l’intervalle]0, δ∗] pour toutk � −1, et dans l’intervalle[1− δ∗,1[ pour

tout k � 1. Il en résulte que(PN)k(aN) ∈ {|θ1| � δ∗} pour|k| � N . On choisit pourf1 une fonction Gevrey-(α,L)

surT égale à 1 au voisinage de12 et nulle dans l’intervalle[−δ∗, δ∗].
Pour que le support def (N) vérifie Suppf (N) ∩ O(ζ (N),FN) = {ζ (N)} il suffit donc de choisir ensuite l

fonction f̄ (N) nulle sur l’ensembleEN(�ω0) = {〈�ω0〉 |  ∈ Z, 1� || � N − 1} ⊂ Tn−1. Notons

�N(�ω0) = d∞
(
0,EN(�ω0)

)
(2)

où d∞ est la distance surTn−1 associée à‖ ‖∞. Comme�ω0 est mal approché par les rationnels, il est possibl
minorer�N(�ω0) :

�N(�ω0) �
(

γ

N

)1/(n−1)

=
(

γ

N

)1/(m−2)

, (3)

pour une constante constanteγ > 0 convenable. Nous allons utiliser le lemme suivant, démontré dans [4].

Lemme 2.1.Soientα > 1 etL > 0. Il existe une constantec > 0 tel que pour tout réelκ > 2, il existe dansGα,L(T)

une fonction plateauηκ qui vérifieηκ(θ) = 1 si − 1
2κ

� θ � 1
2κ

, et ηκ(θ) = 0 si −1
2 � θ � − 1

κ
ou 1

κ
� θ � 1

2 , et
qui vérifie de plus‖η ‖ � exp(cκ1/(α−1)).
κ α,L
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Choisissonsκ = 1/�N(�ω0) et posons

f̄ (N)(θ̄ ) = 1

2

n∏
j=2

ηκ(θj )(θ
2
j + 1) (4)

donc f̄ (N) ≡ 0 sur Tn−1 \ B∞(0, �N(�ω0)). La compatibilité de‖ ‖α,L et du produit [4] entraîne l’inégalit
‖f̄ (N)‖α,L � exp(C( 1

�N (�ω 0)
)1/(α−1)) pour une constanteC > 0 etN assez grand. Posons enfin

µN(�ω0) := 1

‖f1‖α,LN2
exp

(
−C

(
1

�N(�ω0)

)1/α−1)
(5)

ce qui conduit à l’inégalité‖f (N)‖α,L � 1/N2 pourN assez grand. D’après (3) on obtient la minoration

µN(�ω0) � exp
(−C′N1/(α−1)(m−2)

)
(6)

pourC′ > 0 bien choisie etN assez grand.

2.2. On peut maintenant passer à l’estimation de l’écart des variétés deT (�ω0). Notons que par le choix def1 le
difféomorphismeΦf (N)

se réduit à l’identité dans le domaine{|θ1| � δ∗}, ce qui montre que pour̄r0 ∈ Rn−1, T (r̄0)

est invariant parΨN et de vecteur fréquencēr0. La forme de la fonctionf (N) entraîne de plus queΦf (N) = Id en
tout point de l’orbiteO(ζ (N),FN). En conséquence le pointζ (N) est encore homocline àT (�ω0) pourΨN , et nous
allons calculer l’écart en ce point. Notonsa

(N)
− eta(N)

+ les deux points de la séparatrice supérieure du pendulePN ,

symétriques par rapport à l’axe{θ1 = 1
2}, tels quea

(N)
+ = PN(a

(N)
− ). Notons∆(N) l’arc de séparatrice compr

entre ces deux points. Alors il est facile de vérifier que siT(�ω0) = Tn−1 × {�ω0} ⊂ An−1,

∆(N) × T(�ω0) ⊂ W+(
T (�ω0),FN

)
, Φf (N)(

∆(N) × T(�ω0)
) ⊂ W−(

T (�ω0),FN

)
,

et de plusζ (N) ∈ (∆(N) × T(�ω0)) ∩ Φf (N)
(∆(N) × T(�ω0)). Il suffit donc d’évaluer l’effet deΦf (N)

sur l’espace
tangent à∆(N) × T(�ω0) enζ (N) pour obtenir la matrice d’écart. Au voisinage du pointζ (N)

Φf (N)

(θ, r) =
(

θ,

(
r1, r2 − µN

∏
k �=2

(θ2
k + 1)θ2, . . . , rn − µN

∏
k �=n

(θ2
k + 1)θn

))

par (4) ce qui entraîne immédiatement queS(ζ (N),FN) = diag(0,µN, . . . ,µN) ∈ Mn(R).

Pour obtenir la version continue de ce résultat, il suffit d’appliquer le lemme de suspension démontré d
qui entraîne l’existence d’une suiteHN de Hamiltoniens deAm vérifiant les hypothèses du théorème, avec
matrice d’écart de la forme indiquée, avecεN = 1/N2 et νN = µN , la minoration des anglesνN découlant de (6).
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