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Résumé

On présente un nouvel algorithme donnant des formules pour le nombre ded-plansk-sécants à une courbe lisse dePN(C), et
cela pourk, d, N quelconques. Castelnuovo [Rend. Palermo 3 (1889) 27–37] et Tanturri [Ann. Mat. 4 (1900) 67–122]
donné des résultats partiels. Voir aussi E. Arbarello et al. [Geometry of Algebraic Curves, vol. 1, Grundlehren Math
vol. 267, Springer-Verlag, 1985].Pour citer cet article : P. Le Barz, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Formulas for multisecant spaces to algebraic curves.We give a general new algorithm to find formulas for the numbe
k-secantd-planes to a smooth curve inPN(C), for anyk, d, N . Partial results were given by Castelnuovo [Rend. Palerm
(1889) 27–37] and Tanturri [Ann. Mat. 4 (1900) 67–122]. See also E. Arbarello et al. [Geometry of Algebraic Curves
Grundlehren Math. Wiss., vol. 267, Springer-Verlag, 1985].To cite this article: P. Le Barz, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340
(2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1.

En 1863, Cayley donne la formule pour le nombreq de droites 4-sécantes à une courbeC deP3(C) de degrén
et genreg :

q = 1

12
(n − 2)(n − 3)2(n − 4) − g

2
(n2 + 7n + 13− g). (1)

On sait [2] que cette formule est valable pour toute courbe lisse deP3 pourvu qu’on définisseq comme le degré
d’un certain 0-cycle Sec4(C) dans la grassmannienneG(1,P3) des droites deP3. Lorsque, dans des cas dégéné
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la courbe a une infinité de 4-sécantes, ce degréq ne représente plus rien géométriquement. Cependant en gé
le 0-cycle Sec4(C) correspond à un ensemblefini de 4-sécantes et doncq a bien une signification géométrique.

2.

On se propose ici de généraliser (1) et de trouver des formules pour le nombre de sous-espaces[d] qui sont
k-sécants à une courbeC dePN . On note[d] un sous-espace de dimensiond et c = N − d sa codimension. C’es
uniquement dans le cas oùk vérifie

k(c − 1) = dimG
(
d,PN

)
(= (d + 1)c) (2)

qu’on s’attend à un nombre fini de[d] k-sécants. Il y a doncdans ce casdeux questions distinctes :
(a) Etablir une formule pour le nombreνk(d,N) de sous-espaces[d] k-sécants àC ⊂ PN oùνk(d,N) est défini

comme le degré d’un certain 0-cycle Seck(C) dans la grassmannienneG(d,PN).
(b) Eclaircir pour quelles courbes dégénérées ce 0-cycle n’a plus de signification géométrique.
Grâce à unalgorithme entièrement nouveau, nous répondrons ici complètement à la question (a). Mais nou

savons pas répondre à la question (b), c’est-à-dire expliciter les cas où il y a, malgré (2), toute une courb[d]
k-sécants àC dans la grassmannienneG(d,PN).

3.

Plus généralement, cette fois pourk ∈ N quelconque, on définira le cycle Seck(C) dansCHk(c−1)(G) (et non
plusCHtop(G)) où CH.(G) désigne l’anneau d’équivalence rationnelle deG = G(d,PN). Le cycle Seck(C) sera
appelé le « cycle des[d] k-sécants àC ». Il permettra de donner des formulesk-sécantesavec conditions de Schu
bert.

Le théorème qui suit permet d’exprimer les cycles Seck(C) en fonction des cycles de Schubert spéciauxσi .

Théorème 3.1.Soit c � 2 un entier fixé. SoitG = G(d,PN) la grassmannienne des sous-espaces[d] de PN de
dimensiond = N − c. Pourm ∈ N, on noteqm(p) ∈ CHp(G) le coefficient deup dans l’expression(

∑c
i=0 σiu

i)m

(on poseqm(p) = 0 pourp < 0). Considérons les polynômes dans CH.(G)[t] :

D(t) = 1+ σc−1t + σ 2
c

∑
j�3

(−1)j qj−2(j (c − 1) − 2c
)
tj ,

E(t) = (1+ σc−1t)
2 − σcσc−2t

2 + σ 3
c

∑
j�4

(−1)j qj−3(j (c − 1) − 3c
)
tj .

SoitC ⊂ PN une courbe lisse connexe de degré n et genre g. En notantαk le coefficient detk dans l’expression

E(t)g+n−1

D(t)2g+n−2
, (3)

le cycleSeck(C) ∈ CHk(c−1)(G) des[d] k-sécants àC est égal àαk .

Remarque 1.En particulier, supposant dans (2)k(c − 1) = (d + 1)c, on aαk ∈ CHtop(G). L’égalité des degré
donne la formule pour le nombre cherché :νk(d,N) = deg(αk).
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Exemple 1.Notonsνk le nombre de[k − 2] k-sécants pour une courbe de degrén et genreg dansP2k−2. Si
S(t) = ∑

k�0 νkt
k ∈ Z[[t]] est la série génératrice, le théorème précédent permet de la calculer expliciteme

S(t) =
(

1+ √
1+ 4t

2

)n(−1− 4t + (1+ 2t)
√

1+ 4t

2t2

)g−1

.

4.

Il est temps de définir exactement les cycles Seck(C) ∈ CHk(c−1)(G), pourk quelconque.

4.1.

ConsidéronsG × PN comme fibration surG ; soit T ⊂ G × PN la sous-fibration tautologique de fibreP en
P ∈ G. On note Cok(d,PN) le schéma de Hilbert relatif Hilbk(T /G) formé des couples(P, ξ) avecξ ⊂ P (dits
k-uplets « coplanaires »). Notonsσ etu les deux projections surG etPN . L’applicationσ est aussi une fibration d
fibre-type Hilbk Pd qui est non-singulier de dimensiondk (du moins dans sa partie curviligne [3], la seule qui n
intéresse ici). NotonsWk le schémau−1 Hilbk(C) ; son imageσ(Wk) est formée desP ∈ G qui sontk-sécants
àC. On a le diagramme cartésien :

Wk j−−−−→ Cok(d,PN)
σ−−−−→ G = G(d,PN)

p
� �u

Hilbk C
i−−−−→ Hilbk PN.

Pour un plongement régulieri :X → Y et un morphismef :V → Y , Fulton ([1], 6.1) construit un cycle not
X.V sur le schémaW = f −1(X) ; plus précisément,X.V est dans le groupeCHr−q(W) où r = dim(V ) et q =
codimY X. Dans notre cas, posonsXk = Hilbk C, Y k = Hilbk PN,V k = Cok(d,PN) etf = u ; on donne alors la

Définition 4.1.On pose Seck(C) = σ∗j∗(Xk.V k) dansCH.(G) et on dit que c’est lecycledes[d] qui sontk-sécants
àC.

Définition 4.2.PourC ∈ PN etd � 1 , on définit lepolynôme sécantde C dansCH.(G)[t] :

Sec(C) =
∑
k�0

Seck(C)tk.

SoientC etC′ deux courbes lissesdisjointesdePN . Alors on a l’égalité de polynômes :

Sec(C � C′) = Sec(C).Sec(C′). (4)

En effet, Hilbk(C � C′) se décompose en somme disjointe desHi,j � Hilbi (C) � Hilbj (C′), pour i + j = k. Par
suite le cycle Seck(C � C′) est la somme des Seci (C).Secj (C′) pouri + j = k.

4.2.

Pour une courbeΓ non nécessairement connexe, le genre ne convient pas ; on préfère utiliser lerang deΓ , ou
plutôt la moitié du rang, qu’on noteraf . SiΓ est connexe de degrén et genreg, on af = g +n−1. En général, on
af (C�C′) = f (C)+f (C′). D’après le théorème de Vassallo [4], Sec(C) ne dépend que den etf pour une courbe
C (connexe ou non).On écrira donc Sec(C) = Sec(n,f ) et le résultat (4) donne l’égalité Sec(n + n′, f + f ′) =
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Sec(n,f ).Sec(n′, f ′). En notantD le polynôme sécant d’unedroite et E celui d’uneconique, on arrive alors à
Sec(C) = Sec(n,f ) = Ef /D2f −n . Le seul cas qui nous intéresse en pratique est celui oùC est connexe de degr
n et genreg, soit : Sec(C) = Eg+n−1/D2g+n−2 comme annoncé dans le théorème.

Il reste à calculer les polynômesD et E ! Comme une droite et une conique sont des courbes très dégén
(du point de vue des espaces multisécants), il faut passer par des calculsd’intersection excédentaire. C’est là,
évidemment, la partie la plus longue et la plus délicate de la démonstration.

5.

Disons un mot des multiplicités ; on se place dans le cas (2)(d + 1)c = k(c − 1) où on attend un nombre fini d
[d] k-sécants. Reprenons l’exemple de la formule de Cayley pour le nombreq de droites 4-sécantes àC dansP3.
PourC = S3 ∩ S5 l’intersection complète d’une cubique et d’une quintique, la formule donneq = 135. Or toute
droite 4-sécante àC est l’une des 27 droites deS3, mais 135= 27× 5. On voit donc qu’une droite 5-sécante à u
courbe compte cinq fois comme 4-sécante, puisqu’à un 5-uplet aligné correspondent cinq 4-uplets alignés
Plus généralement, on voit qu’un[d] p-sécant àC dansPN comptera en général

(
p
k

)
fois comme[d] k-sécant. Pa

ailleurs, même si un[d] coupe transversalementC en exactementk points différents, il peut compter avec u
multiplicité m > 1 lorsque les tangentes àC en cesk points ne sont pas en position générale.
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