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Résumé

Nous considérons des opérateurs linéaires bornés définis sur des espaces normés réels, et dont les images so
espaces quaternioniques. Nous étudions les normes des extensions quaternioniques de ces opérateurs.Pour citer cet ar-
ticle : D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Norms of quaternionic extensions of real operators. We consider bounded linear operators defined on real normed sp
and with range in quaternionic spaces. We study the norms of the quaternionic extensions of such operators.To cite this article:
D. Alpay et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The theory of real (as opposed to complex) normed spaces play an important role in domains such as t
of stochastic processes or quantum mechanics. Quaternionic functional analysis is a reasonably well d
topic (see for instance [19,9,20]) but the study of norms of quaternionic extensions of operators defined o
complex normed spaces has not been considered before, to the best of our knowledge, besides the works
the second and third named authors. In those works, real linear operators whose domains and ranges wer
real function spaces are considered. Both the domain and the range of the linear operators are quaternio
the norms of the real operators and those of their quaternionic extensions are compared.
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In the present Note we consider another kind of quaternionic extension where the range of a given op
already a quaternionic linear space but the initial domain is a real space which then is quaternionized. The
proved to have many nice peculiarities which we develop in this work.

We mention that the problem of complexification of a space is old and originates with the work of Ries
and Thorin [17]. Let E and F be two real Hilbert spaces and let EC = E⊗R C and FC = F⊗R C be their complex-
ifications. It is of interest in various settings (for instance in quantum mechanics, see [14,15], and in the th
stochastic processes) to extend operators acting from E to F to operators acting from EC to FC via the formula

(A ⊗ 1)(e ⊗ λ) = Ae ⊗ λ

and to compare the norms of the original operator and of its extension. A crucial concept is that of cross no
is a norm on EC such that

‖e ⊗ λ‖EC = ‖e‖E|λ|.
Similar problems hold for the quaternionic extensions of spaces and operators (let us mention that, in

nionic quantum mechanics, the Dirac transition amplitudes are quaternion-valued; see [2,1]). The lack
mutativity requires a more careful analysis. It was observed above that norms of extensions of operators
the spaces E⊗R H and F⊗R H were considered in [11,10] and that in this Note we focus on another kin
quaternionic extension.

1. L’extension quaternionique d’un espace linéaire réel

Soit E un espace linéaire réel. L’extension quaternionique à gauche de E est par définition
HE = H ⊗R E= E⊕ e1E⊕ e2E⊕ e3E

où 1, e1, e1, e2, e3 forment une base standard des quaternions. On définirait de même l’extension extérieure
Par définition ces espaces sont linéaires réels, mais ils sont dotés d’une structure linéaire quaternioni
manière suivante : siλ ∈ H etµ ⊗ z ∈ HE, nous posons

λ · (µ ⊗ z) := (λµ) ⊗ z,

pour le cas à gauche, et

(z ⊗ µ) · λ := z ⊗ (µλ),

pour le cas à droite. Les deux formules s’étendent par linéarité aux espacesHE et EH. Les définitions des norme
complexes ou quaternioniques sont semblables au cas réel ; en particulier, les normes‖ · ‖HE satisfont

‖αz‖HE = |α| · ‖z‖HE. (1)

Cependant, il y a des différences dans le cas quaternionique. Le théorème suivant, démontré dans [10],
un exemple. La version complexe de ce résultat apparaît dans [6, Exercice 24, p. 288].

Théorème 1.1. Soit(E,‖ · ‖) un espace normé réel et supposons queHE soit muni d’une norme satisfaisant:∥∥∥∥∥
3∑

�=0

e�x�

∥∥∥∥∥
HE

= ν
(‖x0‖,‖x1‖,‖x2‖,‖x3‖

)
.

On a alors

ν(α0, α1, α2, α3) =
(

3∑
�=0

α2
�

)1/2

.
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Par exemple,‖(x0, x1, x2, x3)‖1 := ∑3
�=0 |x�| définit une norme surR4. Ce n’est pas une norme surH =H

R :
le choixλ := e1 + e2 et x := e1 + e2 ∈H

R nous donneλx = −2 et‖λx‖1 = ‖ − 2‖1 = 2 tandis que|λ| · ‖x‖1 =√
2 · (1+ 1) = 2 · √2.
La version complexe du résultat suivant est donnée dans [12, Theorem 3.8, p. 51], et affirme qu’il ex

plus grande ‘cross-norm’, appeléenorme projective tensorielle(‘projective tensor product norm’). La fermeture d
produit tensoriel par rapport à cette norme est appeléele produit tensoriel projectif d’espaces de Banach; voir [7,
Chapitre Premier], [5, Chapter 7, p. 123].

Théorème 1.2. Soitz = ∑m
j=1 aj zj ∈H E (avecaj ∈ H, zj ∈ E, m ∈ N (une telle représentation n’est pas uniqu).

La fonctionz �→ ‖z‖⊗

z �→ ‖z‖⊗ := inf

{
m∑

j=1

|aj | · ‖xj‖|z =
m∑

j=1

aj zj

}
(2)

est une norme. C’est la plus grande ‘cross-norm’ dont peut être équipé l’espaceH ⊗R E.

2. ‘Cross-norms’ et fonctionnelles linéaires

Soit maintenant(F,‖ · ‖F) un espace linéaire quaternionique à gauche muni d’une norme, et soitf̃ ∈ L(HE;F).
La formule f := f̃ |E définit f ∈ L(E;F). Réciproquement, à tout élémentf ∈ L(E;F) on peut associer̃f ∈
L(HE;F) par

f̃

(
3∑

�=0

e�z�

)
:=

3∑
�=0

e�f (z�).

L’un des résultats principaux de cette Note est :

Proposition 2.1. Nous avons‖f ‖ = ‖f̃ ‖, et l’applicationf̃ �→ f deL(HE;F) dansL(E;F) est un isomorphisme

Le cas où F= H jouera un rôle important par la suite. Nous remarquons que l’extensionHE peut avoir beaucou
de ‘cross-norms’. Dans la proposition précédente, nous considérons queHE est muni de la plus grande norm
‖ · ‖⊗ définie par l’Éq. (2). Une question intéressante est : la norme‖ · ‖⊗ est-elle la seule norme satisfaisant
Proposition 2.1 ?

La proposition suivante est une conséquence de la version quaternionique du théorème de Hahn–Ban
[16,8]). Son analogue complexe est donné dans [18].

Proposition 2.2. Nous avons

‖z‖⊗ = sup
{∣∣f̃ (z)

∣∣: f̃ ∈ L
(
HE;H

)
, ‖f ‖ � 1

}
.

3. Le cas d’espaces muni d’un produit scalaire

Nous renvoyons le lecteur à [4,3] pour la définition du produit scalaire dans le cas non commutatif. Sup
E muni d’un produit scalaire〈·, ·〉. Il est possible de définir des produits scalaires sur EH et surHE qui prolongent
〈·, ·〉 de la manière suivante : étant donnész,w ∈H E etλ ∈ H, nous posons

〈λz,w〉 = λ〈z,w〉 , et 〈z,λw〉 = 〈z,w〉 λ̄
HE HE HE HE
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pour le cas à gauche, et

〈z,wλ〉HE = 〈z,w〉HEλ, et 〈zλ,w〉HE = λ̄〈z,w〉HE

pour le cas à droite.
Soit maintenant une forme linéaire réellef : E → H. Nous avons doncf = ∑3

�=0 f�e�, oùf� : E → R. Utilisant
le théorème de Riesz, nous avonsf�(x) = 〈x, a�〉 pour� ∈ {0,1,2,3} et certainsa� ∈ E. Nous avons donc la versio
suivante du théorème de Riesz :

Théorème 3.1. Soit une formef :E → H, définie sur l’espace réelE à valeurs quaternioniques. Alors

f (x) =
3∑

�=0

f�(x)e� =
3∑

�=0

〈x, a�〉e� =
〈
x,

3∑
�=0

a�e�

〉
H

(3)

avec
∑3

�=0 a�e� ∈ EH.

Remarquons que ce résultat est différent du théorème classique de Riesz, qui considère des fonction
néaires, autrement dit,f :X → K, oùX est un espaceK-linéaire, avecK = R,C ou H.

Il est possible d’exprimer la norme def explicitement en termes desaj , dans le cas où lesa� sont linéairemen
indépendants. Les raisonnements sont délicats et longs. L’expression de cette norme est donnée en t
racines d’un équation du quatrième degré. Les formules sont assez compliquées. De par la nature de c
nous n’écrirons pas l’énoncé du théorème. Dans le cas complexe, qui est beaucoup plus simple, un résulta
se trouve dans [12, Proposition 3.16, p. 55].

4. H-extension versus C-extension

Soit B un espace linéaire complexe muni d’une involution. Nous avons la décomposition

B = Re(B) + Re(B) · i,

avecRe(B) := {x ∈ B | inv(x) = x} etRe(B) · i ∼=R {x ∈ B | inv(x) = −x}.
Soitw ∈ B. Nous avonsw = w1 + w2i, avecw1,w2 ∈ Re(B).
Nous considérons maintenantC(e2) et B en tant qu’espaces réels. Le produit tensoriel B⊗R C(e2) est aussi un

espace linéaire réel.
Les éléments{1, e2} forment une base deC(e2) et identifiante1 aveci, toutz ∈ B ⊗ C(e2) s’écrit

z = z1 ⊗ 1+ z2 ⊗ e2.

Nous munissons B⊗C(e2) d’une structure d’espace linéaire quaternionique à droite en définissant la mult
tion par un scalaire de la manière suivante : étant donnésλ = Λ1 + Λ2e2 = ∑3

�=0 λ�e� ∈ H avecΛ1 := λ0 + λ1e1,
Λ2 := λ2 + λ3e1, etz = z1 ⊗ 1+ z2 ⊗ e2 ∈ B ⊗ C(e2), nous posons

(z1 ⊗ 1+ z2 ⊗ e2)(λ0e0 + λ1e1 + λ2e2 + λ3e3) := (Λ1z1 − Λ2z2) ⊗ 1+ (Λ2z1 + Λ1z2) ⊗ e2.

L’extension EC est un espace avec involution. On peut lui appliquer cette formule, et l’applicationz1 ⊗1+ z2 ⊗
e2 �→ z1 + z2e2 est un isomorphisme d’espaces linéaires quaternioniques à gauche entre EC ⊗ C(e2) et EH.

Soit z = ∑m
j=1 zjλj ∈ EC ⊗ C(e2) ∼= EH, oùzj ∈ EC etλj ∈ C(e2). La formule

‖z‖⊗1 := inf

{
m∑

j=1

‖zj‖|λj |: z =
m∑

j=1

zjλj , m ∈ N, zj ∈ EC, λj ∈ C(e2)

}
, (4)

définit la plus grande norme sur EC ⊗C(e2) satisfaisant (1). Nous avons donc a priori deux normes‖ · ‖⊗ et‖ · ‖⊗1

sur EC ⊗ C(e ) = E⊗ H.
2



D. Alpay et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 639–643 643

-

tion qua-
’y a pas
le.

s, Oxford

476.
lements of

bridge,

es, Ann. Inst.

117.
ernational

es, Oper.

29 (1988)

–1946.
en, Mat.

niv. Lund
Proposition 4.1. Les formules(4) et (2) définissent la même norme.

Proposition 4.2. SoitEC muni d’une norme‖ · ‖C (et donc satisfaisant(1) et soitN un espace linéaire quaternio
nique à droite. Soitg : EC → N une fonctionnelle linéaire complexe. Finalement, définissons

g̃ : EC ⊗ C(e2) −→ N par g̃(z1 + z2e2) := g(z1) + g(z2)e2.

On a alors‖g‖ = ‖g̃‖, avec

‖g̃‖ = sup
{∥∥g̃(z1 + z2e2)

∥∥
N | z1 + z2e2 ∈ EC ⊗ C(e2), ‖z1 + z2e2‖⊗ � 1

}
.

Dans le cas complexe, des résultats analogues se trouvent dans [12, p. 55].

5. Conclusions et problèmes en cours

On peut donner des applications des résultats précécents aux applications polynomiales. La multiplica
ternionique n’étant pas commutative, il apparaît des phénomènes différents du cas réel. En particulier il n
d’applicationsk-linéaire quaternioniques, aveck � 2. Pourk = 2, il est possible d’introduire un concept plus faib
Nous considèrerons ces problèmes dans une prochaine publication.
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