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Abstract

We consider an inverse spectral problem for singular Sturm–Liouville equations on the unit interval with explicit sing
a(a + 1)/x2, a ∈ N. This problem arises by splitting of the Schrödinger operator with radial potential acting on the un
of R3. Our goal is the global parametrization of potentials by spectral data noted byλa , and some norming constants not
by κa . For a = 0 and 1,λa × κa was already known to be a global coordinate system onL2

R
(0,1). We extend this to any

non-negative integera. Similar result is obtained for singular AKNS operator.To cite this article: F. Serier, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.

Résumé

Problème spectral inverse pour des opérateurs AKNS et Schrödinger singuliers sur [0,1]. Nous considérons un pro
blème spectral inverse pour des équations de Sturm–Liouville sur l’intervalle unité avec une singularité explicitea(a + 1)/x2,
a ∈ N. Un tel problème survient après décomposition de l’opérateur de Schrödinger à potentiel radial agissant sur la bo
deR

3. Notre but est la paramétrisation globale des potentiels par des données spectrales, notéesλa et des constantes de no
malisation, notéesκa . Poura = 0 et 1, il est déjà connu queλa × κa forme un système de coordonnées globales surL2

R
(0,1).

Nous étendons cela à tout entier positifa. Un résultat similaire est obtenu pour un opérateur de type AKNS singulier.Pour citer
cet article : F. Serier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Published by Elsevier SAS. All rights reserved.
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Nous considérons une famille Ha , a ∈ N d’opérateurs singuliers formulés en (1) avec conditions de Diric
Ils proviennent de la décomposition de l’opérateur de Schrödinger radial H:= −� + q agissant sur la boul
unité deR

3 (cf. [11], p. 160–161). Pour chaque opérateur Ha , nous montrons que le spectre de Dirichlet notéλa ,
complété par une suite de constantes de normalisation, notéeκa , forment un système de coordonnées glob
λa × κa surL2

R
(0,1) (cf. Theorem 2.1).

Les résultats de Guillot et Ralston [8] poura = 1 (transposant au cas singulier ceux de Pöschel et Trubowitz
poura = 0) étendus à tout entier naturela par Carlson dans [4] et [3], montrent l’existence d’une suite de val
propres{λa,n(q)}n�1 pour le problème de Dirichlet associé àHa . Réelles, simples, réelles-analytiques par rap
àq dansL2

R
(0,1), celles-ci se comportent asymptotiquement suivant (4) et leurs gradients∇qλa,n vérifient (5). Par

ailleurs ces estimations sont valables uniformément sur les bornés deL2
R
(0,1). Les constantes de normalisati

définies en (6) possèdent le même genre de propriétés et d’asymptotiques (cf. (7) et (8)). Ceci nous amène
de l’application réelle-analytiqueλa × κa agissant deL2

R
(0,1) dansR × �2

R
× �2

R
définie en (9).

Il est déjà connu que les applicationsλ0 ×κ0 (cf. [10]) etλ1 ×κ1 (cf. [8]) forment des systèmes de coordonn
globales surL2

R
(0,1). Pour des singularités plus importantes, en fait pour tout réela � −1/2, l’injectivité de

l’applicationλa × κa est obtenue par Carlson dans [4] (voir aussi Zhornitskaya et Serov [14]). Afin d’obte
résultat annoncé, nous devons montrer que pour tout entier naturela, l’applicationλa ×κa est un difféomorphisme
local surL2

R
(0,1). En d’autres termes, l’essentiel du travail est de prouver qu’en tout pointq de L2

R
(0,1), sa

différentielle, notéedq(λa × κa), réalise un isomorphisme entreL2
R
(0,1) et R × �2

R
× �2

R
.

Nous utilisons une méthode classique adaptée de Pöschel et Trubowitz [10]. La différentielledq(λa × κa) s’ex-
prime à l’aide des gradients (18) et la famille de ces gradients s’avère libre. Il est alors naturel de vouloir a
le résultat usuel suivant (cf. Lemma 4.3) :« une famille libre quadratiquement proche d’une base orthogonale
un espace de Hilbert est une base ». La singularité explicite de l’Éq. (1) engendre dans les asymptotiques
(7) une famille de fonctions de type Bessel proche des gradients. Nous devrions montrer que celle-ci cons
base hilbertienne deL2

R
(0,1) . . . chose ardue.

Pour éviter cela, nous utilisons une technique d’opérateurs de transformation développée par Guillot e
dans [8] puis étendue par Rundell et Sacks dans [12]. Notons tout d’abordΦa etΨa les termes dominants dans l
estimations des gradients (cf. Lemma 4.1). La singularité est réduite par étape : au Lemme 4.1, nous con
un opérateur qui envoieΦa,Ψa surΦa−1,Ψa−1 (comme Guillot et Ralston [8] poura = 1) ; puis, au Théorème 4.2
nous composons ces opérateurs pour nous ramener aux fonctions trigonométriquesΦ0,Ψ0. Ces opérateurs perme
tent la factorisation de la différentielle qui s’exprime ainsi à l’aide d’une famille libre de vecteurs (20) proche
base trigonométrique deL2

R
(0,1). Le Lemme 4.3 donne le résultat.

Un problème inverse similaire est considéré pour une famille d’opérateurs singuliers de type AKNS dé
(2) : nous montrons qu’une application du typeλa ×κa définit surL2

R
(0,1)×L2

R
(0,1) un système de coordonné

locales (cf. Theorem 3.1).
Nous obtenons (pour les détails voir [13]) l’existence d’une suite de valeurs propres{λa,n(p, q)}n∈Z et définis-

sons une suite de constantes de normalisation{κa,n(p, q)}n∈Z par (12). Des propriétés similaires au cas précéd
apparaissent (simplicité du spectre, régularité par rapport aux potentiels(p, q)). En revanche les estimations s
λa,n(p, q), κa,n(p, q) (cf. Éqs. (10), (13)) et leurs gradients (cf. Éqs. (11), (14)) ne sont plus valables que l
ment uniformément surL2

R
(0,1) × L2

R
(0,1). En effet, contrairement à l’équation de Schrödinger, il n’y a pa

décroissance explicite pour|λ| grand (comparer par exemple les restes des estimations (5) et (11)). D’ailleur
rend techniquement les estimations difficiles à obtenir.

Les outils de la preuve du Théorème 3.1 sont essentiellement les mêmes que pour Schrödinger : nous
sons l’applicationλa × κa . Sa différentielle s’exprime aussi à l’aide des gradients (11) et (14). Nous défini
des opérateurs similaires à ceux du Théorème 4.2. Nous nous ramenons ainsi à une famille de fonction
métriques deL2 (0,1) × L2 (0,1) à laquelle nous appliquons le Lemme 4.3.
R R



F. Serier / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 671–676 673

rential

venient

norming
r

indicate

(1) has a
c-

on

ts
1. Introduction

The inverse spectral problem for Schrödinger operator with radial potential H:= −� + q(‖X‖) acting on the
unit ball of R

3 leads by separation of variables (see [11], pp. 160–161) to consider a collection of diffe
operators Ha , a ∈ N, acting onL2

R
(0,1), defined by

Hay(x) :=
(

− d2

dx2
+ a(a + 1)

x2
+ q(x)

)
y(x) = λy(x), x ∈ (0,1], λ ∈ C, (1)

with Dirichlet boundary conditions(y(0) = y(1) = 0).
Such splitting also occurs for the radial Dirac equation, but for inverse spectral problems, it is more con

to consider singular AKNS operator acting onL2
R
(0,1) × L2

R
(0,1) whose shape is([

0 −1
1 0

]
d

dx
+

[
0 −a/x

−a/x 0

]
+

[ −q(x) p(x)

p(x) q(x)

])
Y(x) = λY(x), x ∈ (0,1], λ ∈ C, (2)

whereY = (Y1, Y2) and boundary conditions areY2(0) = Y2(1) = 0.
Our aim is to give a standard local coordinate system on the space of potentials with spectral data and

constants or so-called ‘terminal velocities’, for everya ∈ N. This result is new whena � 2 for singular Schrödinge
operator and it happens to be global, and new whena � 1 for singular AKNS.

In order not to make much repetitions, we will emphasize the singular Schrödinger equation (1) and just
results for the singular AKNS equation (2).

2. The Schrödinger case

We recall results from [4,3,8,10,12] and introduce some notations used throughout the paper. Problem
sequence of eigenvalues{λa,n(q)}n�1, which are all real and simple. Letga,n(·, q) be their associated eigenfun
tions andJν be the Bessel function of first kind of orderν, we defineja , resp.ηa , analytic functions onC, resp.C∗,
by

ja(z) =
√

πz

2
Ja+1/2(z), ηa(z) = (−1)a

√
πz

2
J−a−1/2(z). (3)

Eachq �→ λa,n(q) is a real-analytic map onL2
R
(0,1). Eigenvalues and related gradients satisfy, uniformly

bounded sets ofL2
R
(0,1), the estimates

λa,n(q) =
(

n + a

2

)2

π2 + [q] − a(a + 1) + λ̃a,n(q),
(
λ̃a,n(q)

)
n�1 ∈ �2

R
, (4)

∇qλa,n(t) = 2ja(ωa,nt)
2 +O

(
1

n

)
, ωa,n(q) = √

λa,n(q), (5)

where[q] = ∫ 1
0 q(t)dt . The “terminal velocities” are defined by

κa,n(q) = ln

∣∣∣∣ga,n
′(1, q)

ga,n
′(1,0)

∣∣∣∣, n ∈ N, n � 1. (6)

Following [10] with [8,4,3] we show that each mapq �→ κa,n(q) is real-analytic onL2
R
(0,1). On bounded subse

of L2
R
(0,1), ∇qκa,n andκa,n behave like

∇qκa,n(t) = 1

ωa,n

ja(ωa,nt)ηa(ωa,nt) +O
(

1

n2

)
, (7)

κ (q) = �2(n),
([∀n � 1, u = �2(n)

] ⇐⇒ [
(nu ) ∈ �2 ])

. (8)
a,n 1 n 1 n n�1 R
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We define coordinatesλa andκa by

λa(q) = ([q],{λ̃a,n(q)
}
n�1

)
, κa(q) = {

nκa,n(q)
}
n�1. (9)

Borg [2] and Levinson [9] proved thatλ0 × κ0 is one-to-one onL2
R
(0,1). Pöschel and Trubowitz [10] improve th

result obtainingλ0 × κ0 as a global real-analytic coordinate system onL2
R
(0,1). Guillot and Ralston [8] extende

these results toλ1 × κ1. Next Carlson [4] (see also Zhornitskaya and Serov [14]) proved that for allreal a � −1/2,
λa × κa is one-to-one onL2

R
(0,1). We complete his work, for any integera, with the realization ofλa × κa as

a local real-analytic coordinate system onL2
R
(0,1). (Its Fréchet derivativedq(λa × κa) is an isomorphism from

L2
R
(0,1) ontoR × �2

R
× �2

R
.) Adding these last results, we obtain:

Theorem 2.1. For all a ∈ N, the mapλa × κa is a real-analytic global coordinate system onL2
R
(0,1).

Moreover, according to the spectrum characterization by Carlson [3],λa mapsL2
R
(0,1) ontoR × �2

R
.

3. The AKNS case

This study is made by the author and details can be found in a forthcoming publication [13]. Necessar
ground, main structures and explicit formulas fora = 0 can be found in [6]. For radial Dirac operators, construc
of solutions, regularities and so on could be found in [1].

Using Picard’s iteration method, we construct a basis for the solutions of the singular AKNS proble
Regularity, formulas for gradients and simplicity of eigenvalues are obtained forL2

R
(0,1) potentials. A tough

part is to recover asymptotics for eigenvalues, eigenfunctions and gradients. First we obtain them forH 1
R
(0,1)

potentials, then, with a local argument, we reachL2
R
(0,1) potentials (see [6] in the regular case). In other wo

we show that problem (2) has a sequence of eigenvalues{λa,n(p, q)}n∈Z, which are all real and simple. Each m
(p, q) �→ λa,n(p, q) is real-analytic onL2

R
(0,1) × L2

R
(0,1). Asymptotics for eigenvalues and related gradie

locally uniformly onL2
R
(0,1) × L2

R
(0,1), are

λa,n(p, q) =
(

n + sgn(n)
a

2

)
π + λ̃a,n(p, q), |n| → +∞,

(
λ̃a,n(p, q)

)
n∈Z

∈ �2
R
, (10)

∇(p,q)λa,n(t) =
[ −2ja−1(λa,nt)ja(λa,nt)

ja(λa,nt)
2 − ja−1(λa,nt)

2

]
+ �2(n), (11)

where sgn is the signum function. Local uniformity means that for all(p0, q0) ∈ L2
R
(0,1) × L2

R
(0,1), there exists

ε > 0 such that inequality hold uniformly on the ball‖(p, q) − (p0, q0)‖L2
R
(0,1)×L2

R
(0,1) < ε. Loss of uniformity is

characteristic for AKNS and it is effective (see [7]).
Now following [6], define complementary information by

κa,n(p, q) = Y
(
1, λa,n(p, q),p, q

) ·
[

1
0

]
, n ∈ Z. (12)

We show that for alln ∈ Z, the map(p, q) �→ κa,n(p, q) is real-analytic onL2
R
(0,1) × L2

R
(0,1), and that asymp

totics forκa,n and∇(p,q)κa,n are, locally uniformly onL2
R
(0,1) × L2

R
(0,1),

κa,n(p, q) = (−1)n

|nπ |a
(
1+ κ̃a,n(p, q)

)
,

(
κ̃a,n(p, q)

)
n∈Z

∈ �2
R
, (13)

∇(p,q)κ̃a,n(t) =
[ −ηa−1(λa,nt)ja(λa,nt) − ηa(λa,nt)ja−1(λa,nt)

]
+ �2(n). (14)
−ηa−1(λa,nt)ja−1(λa,nt) + ηa(λa,nt)ja(λa,nt)
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As before, we define the coordinateλa andκa by

λa(p, q) = {
λ̃a,n(p, q)

}
n∈Z

, κa(p, q) = {
κ̃a,n(p, q)

}
n∈Z

. (15)

Grébert and Guillot [6] show thatλ0 × κ0 is a local coordinate system forL2
R
(0,1) × L2

R
(0,1). Moreover, they

show that its restriction is a global coordinate system onH
j

R
(0,1) × H

j

R
(0,1), j = 1,2.

We show the following

Theorem 3.1. For all a ∈ N, the mapλa × κa is local coordinate system onL2
R
(0,1) × L2

R
(0,1).

Restricted onH 1
R
(0,1) × H 1

R
(0,1), λa × κa is one to one.

4. Ingredients of the proof

We only sketch the proof for Schrödinger operator. For singular AKNS operator see [13]. The next the
the key point for the study of inverse spectral problem for singular operators. Guillot and Ralston [8] first int
such transformation which maps scalar products with the first spherical Bessel functions to scalar prod
Sine or Cosine functions. Successfully used in [5], this idea was extended by Rundell and Sacks in [12] w
stepwise method: first create an operator which reduces singularity indexa to a −1 (that is the role of Lemma 4.1
then chain these operators to reacha = 0 (it is the aim of Theorem 4.2). For detailed properties of these oper
see [12] Lemmas 3.1 to 3.4.

Lemma 4.1. For all integera � 1, we define the linear operatorSa :L2
C
(0,1) → L2

C
(0,1) by Sa[f ](x) = f (x) −

4ax2a−1
∫ 1
x
(f (t)/t2a)dt wheref ∈ L2

C
(0,1) andx ∈ (0,1).

(i) Sa is a linear isomorphism betweenL2
C
(0,1) andNa

⊥ whereNa = Span{t �→ t2a}.
(ii) LetΦa(t) := ja(t)

2 andΨa(t) := ja(t)ηa(t). We have

Φa = −S∗
a [Φa−1], Ψa = −S∗

a [Ψa−1]. (16)

Theorem 4.2. For a ∈ N, considerTa = (−1)a+1SaSa−1 · · ·S1, andT0 = − Id.
(i) For all q ∈ L2

C
(0,1), λ ∈ C

∗ we have the duality〈
2Φa(λt) − 1, q

〉 = 〈
cos(2λt), Ta[q]〉, 〈

Ψa(λt), q
〉 = −1

2

〈
sin(2λt), Ta[q]〉. (17)

(ii) For a � 1, Ta is a linear isomorphism betweenL2
C
(0,1) and(N1 ⊕ · · · ⊕ Na)

⊥.

Regarding to [8] and [10], we have

dq(λa × κa)(v) = (〈1, v〉, (〈∇q λ̃a,n, v〉)
n�1,

(〈n∇qκa,n, v〉)
n�1

)
. (18)

With estimates (5), (7) and Theorem 4.2 we obtain the chaindq(λa × κa) = F ◦ Ta with

F(w) =
(

〈−1,w〉,{〈cos(2ωa,nt) + Rn(t),w
〉}

n�1,

{〈 −n

2ωa,n

(
sin(2ωa,nt) + Sn(t)

)
,w

〉}
n�1

)
, (19)

whereRn andSn areO( 1
n
), andTa is an isomorphism fromL2

R
(0,1) onto(Span{t2, t4, . . . , t2a})⊥.

We have to prove the invertibility ofF from (Span{t2, t4, . . . , t2a})⊥ ontoR × �2
R

× �2
R

. For this, considerF the
operator sending functions into their Fourier coefficients with respect to

F = {1} ∪ {t2j }j∈�1,a� ∪ {
cos(2ωa,nt) + Rn(t)

}
n�1 ∪

{ −n (
sin(2ωa,nt) + Sn(t)

)}
. (20)
2ωa,n n�1
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)

2) (2001)

)

We show the linear independence ofF in L2
R
(0,1) as in [8], Lemma 8. To conclude, we use the following lem

(see [10], Appendix D, Theorem 3)

Lemma 4.3. LetF = {fn}n�1 be a sequence in a Hilbert spaceH such that

(i) there exists a complete orthogonal sequenceE = {en}n�1 such that
∑‖fn − en‖2

H < ∞, and
(ii) the familyF is linearly free in the sense of none of thefn’s is in the closed span of the others.

Then the mappingF :x �→ {(x, fn)}n�1 is an invertible mapping ofH onto�2.

With the complete orthogonal sequences:

– for a = 2a + 1 with a ∈ N (like Guillot and Ralston [8] fora = 1),

E = {√
2 cosπt,

√
2sinπt, . . . ,

√
2cos(2n + 1)πt,

√
2 sin(2n + 1)πt, . . .

}
, (21)

– for a = 2a with a ∈ N (like Pöschel and Trubowitz [10] fora = 0),

E = {
1,

√
2cos2πt,

√
2 sin 2πt, . . . ,

√
2 cos2nπt,

√
2 sin2nπt, . . .

}
. (22)

Acknowledgements

The author would like to thank B. Grébert for numerous discussions and R. Weder for useful references

References

[1] H. Blancarte, B. Grébert, R. Weder, High- and low-energy estimates for the Dirac equation, J. Math. Phys. 36 (3) (1995) 991–10
[2] G. Borg, Eine Umkehrung der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe, Acta Math. 78 (1946) 1–96.
[3] R. Carlson, Inverse spectral theory for some singular Sturm–Liouville problems, J. Differential Equations 106 (1) (1993) 121–14
[4] R. Carlson, A Borg–Levinson theorem for Bessel operators, Pacific J. Math. 177 (1) (1997) 1–26.
[5] R. Carlson, C. Shubin, Spectral rigidity for radial Schrödinger operators, J. Differential Equations 113 (2) (1994) 338–354.
[6] B. Grébert, J.-C. Guillot, Gaps of one-dimensional periodic AKNS systems, Forum Math. 5 (5) (1993) 459–504.
[7] B. Grébert, T. Kappeler, Estimates on periodic and Dirichlet eigenvalues for the Zakharov–Shabat system, Asymptotic Anal.

(2001) 201–237.
[8] J.-C. Guillot, J.V. Ralston, Inverse spectral theory for a singular Sturm–Liouville operator on[0,1], J. Differential Equations 76 (2) (1988

353–373.
[9] N. Levinson, The inverse Sturm–Liouville problem, Mat. Tidsskr. B. 1949 (1949) 25–30.

[10] J. Pöschel, E. Trubowitz, Inverse Spectral Theory, Academic Press, Boston, 1987.
[11] M. Reed, B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics II, Academic Press, New York, 1975.
[12] W. Rundell, P.E. Sacks, Reconstruction of a radially symmetric potential from two spectral sequences, J. Math. Anal. Appl. 264 (

354–381.
[13] F. Serier, Inverse Spectral Problem for Singular AKNS Operator with a Radial Potential, in preparation.
[14] L.A. Zhornitskaya, V.S. Serov, Inverse eigenvalue problems for a singular Sturm–Liouville operator on[0,1], Inverse Problems 10 (4

(1994) 975–987.


