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Résumé

On montre que, contrairement au cas classique où la mesure est quasi-Bernoulli, des transitions de phases, c’es
points de non dérivabilité de la fonctionτ (q) peuvent apparaître dans le contexte des mesures quasi-Bernoulli au sens
Elles correspondent alors systématiquement à des valeurs négatives deq et conduisent à des zones où le formalisme multifra
n’est pas vérifié.Pour citer cet article : B. Testud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Phase transitions on the multifractal analysis of self-similar measures. We show that, contrary to the classical qua
Bernoulli situation, phase transitions, i.e. points where theLq -Spectrumτ (q) is not differentiable, may appear if the measu
satisfies the weak quasi-Bernoulli property. These transitions are always in(−∞,0] and lead to intervals where the multifract
formalism does not hold.To cite this article: B. Testud, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

For an integer� � 2, we denote byFn the set of�-adic intervals of thenth generation included in[0,1). For
everyx ∈ [0,1), In(x) stands for the unique interval amongFn which containsx.

For a given probability measurem on the interval[0,1), one goal of the multifractal analysis is to determine
explicit formula between the dimension of the level setsEα defined by

∀α > 0, Eα =
{
x ∈ [0,1), lim

n→+∞− logm(In(x))

n log�
= α

}
,
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and theLq -spectrum ofm defined by

∀q ∈ R, τ (q) = lim sup
n→+∞

τn(q) with τn(q) = 1

n log�
log

( ∑
I∈Fn

m(I)q
)

.

We say that the multifractal formalism holds if dim(Eα) = τ ∗(α), whereτ ∗(α) = inf(αq + τ(q), q ∈ R) is the
Legendre transform ofτ . In general, such a minoration relies on the existence of an auxiliary measure,
Gibbs measure (see (2)), supported by the level setEα . This topic is the subject of many developments and so
positive results have been written in various contexts (see for example [3,1,2,5,10,11]). In particular, ifm satisfies
the quasi-Bernoulli property (4), the results of Brown, Michon, Peyrière [3] and Heurteaux [5] show thaτ is
differentiable and

∀α ∈ (−τ ′(+∞),−τ ′(−∞)
)
, dim(Eα) = τ ∗(α).

Recently [12,13], by introducing the so called weak quasi-Bernoulli property (see (5)), we have proved th
result for the positive values ofq in a more general context. We motivated this new condition by showing tha
satisfied by a large class of self similar-measures with overlaps which are not quasi-Bernoulli. A natural q
is to know if the above result is true for the negative values ofq. In particular,

(i) Is theLq -Spectrumτ(q) differentiable in(−∞,0]?
(ii) What can we say about dim(Eα) if α > −τ ′

d(0)?

In this Note, we point out examples of self-similar measures for which the multifractal formalism does no
for q < 0. More precisely, we study measures defined byµ = ∑2�

i=1 piµ ◦ S−1
i where

∀1� i � �, Si(x) = 1

�
x + i − 1

�
and ∀� + 1� i � 2�, Si(x) = −1

�
x + i − �

�
.

In [12], it is proved thatµ has the weak quasi-Bernoulli property. We suppose thatpi > 0 if i � E(3�+1
2 ), (E stands

for the integer part) and we denote byB = {i ∈ [E(�+1
2 ) + 1, . . . , �],pi+� = 0}. Then , if τ̃ (q) = log�(

∑
i∈B p

q
i ),

we prove that

τµ(q) = max
(
τν(q), τ̃ (q)

)
whereν = 1

2(µ + µ ◦ T ) andT (x) = 1− x. In order to get phase transitions for the functionτµ, it is thus enough
to find conditions on the coefficientspi ensuring that the equationτν(q) = τ̃ (q) has many solutions.

Furthermore, we can link the level sets ofµ andν in the following way

Eα(µ) = (
Eα(ν) ∩ ([0,1] \ K

)) ∪ (
Eα(µ) ∩ K

)
,

whereK is the Cantor set defined byK = ⋃
i∈B Si(K). Whenν satisfies the quasi-Bernoulli property, we get

∀α, dim
(
Eα(µ)

) = max
(
τ ∗
ν (α), τ̃ ∗(α)

)
.

We thus deduce that each phase transitionq leads to an interval(−τ ′
d(q),−τ ′

g(q)) where the multifractal formalism
does not hold. It allows us to observe new phenomenas on the decreasing part of the spectrum of singu
the measure, as witnessed by Figs. 1 (b), (c) and (d).

1. Introduction et position du problème

Dans tout ce travail, on fixe un entier� � 2 et on noteFn la famille des intervalles�-adiques de la nièm
génération inclus dans l’intervalle[0,1[. En d’autres termes,

F = {
I = [

k/�n, (k + 1)/�n
[ ; 0� k < �n

}
.
n
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De plus, pourx ∈ [0,1[, In(x) désigne l’unique élément deFn contenantx et |In(x)| sa longueur.
Étant donnée une mesure de probabilitém sur [0,1[, l’analyse multifractale cherche à fournir une formu

théorique explicite reliant la dimension des ensembles de niveauEα où

∀α > 0, Eα =
{
x ∈ [0,1[, lim

n→+∞
logm(In(x))

log|In(x)| = α

}

et la fonctionτ définie par

∀q ∈ R, τ (q) = lim sup
n→+∞

τn(q) avecτn(q) = 1

n log�
log

( ∑
I∈Fn

m(I)q
)

.

Initialement introduit et étudié pour des motivations ayant trait au domaine de la physique et en particuli
turbulence [4,7], ce sujet a fait l’objet de nombreux développements au cours des deux dernières décen
par exemple [3,1,2,5,10,11]). Généralement, on dit quem vérifie le formalisme multifractal si on a la relation

dim(Eα) = Dim(Eα) = τ ∗(α), (1)

oùτ ∗(α) = inf(αq +τ(q), q ∈ R) désigne la transformée de Legendre de la fonctionτ , dim et Dim les dimension
de Hausdorff et de Tricot. Évidemment, il est aisé de construire des mesures ad hoc pour lesquelles la fo
n’est pas satisfaite et il devient donc intéressant de proposer des cadres dans lesquels le formalisme m
fonctionne. La difficulté consiste souvent à obtenir une minoration de la dimension des ensemblesEα . En général,
une telle minoration est reliée à l’existence d’une mesure auxiliaire, appelée mesure de Gibbs, portée par l’e
à analyser. Plus précisément, on dit qu’une mesurem admet une mesure de Gibbsmq à l’état q s’il existe une
constanteC strictement positive telle que pour tout intervalle�-adiqueI , on ait

1

C
m(I)q |I |τ(q) � mq(I) � Cm(I)q |I |τ(q). (2)

Dans cette situation, siτ ′(q) existe, la mesuremq est concentrée sur l’ensembleE−τ ′(q) et Brown, Michon, Peyrière
[3,11] ont montré que :

dim(E−τ ′(q)) = Dim(E−τ ′(q)) = τ ∗(−τ ′(q)
) = −qτ ′(q) + τ(q). (3)

Ainsi, il est possible de justifier la validité du formalisme multifractal pour les mesuresm quasi-Bernoulli, c’est à
dire vérifiant

∀(n,p) ∈ N
2, ∀I ∈ Fn, ∀J ∈ Fp,

1

C
m(I)m(J ) � m(IJ ) � Cm(I)m(J ), (4)

où IJ = I ∩ σ−n(J ) et σ(x) = �x(mod1) désigne le shift en base�. En effet, dans cette situation,m possède de
mesures de Gibbs [3,8,11] etτ est dérivable surR [5].

Dans [12], on affaiblit la condition (4) en introduisant la notion de mesure quasi-Bernoulli au sens faibl
cherche à voir si les résultats précédents s’étendent à ce cadre. Plus précisément, on dit quem est quasi-Bernoull
au sens faible s’il existe une constanteC > 0 et des entiersr1, r2,p1,p2, s1, s2 tels que pour tout couple d’entie
(n,p) et pour tout intervallesI ∈Fn, J ∈Fp, on ait

1

C
m(I)

r2∑
k=r1

m
(
σ−k(J )

)
�

p2∑
k=p1

m
(
I ∩ σ−(n+k)(J )

)
� Cm(I)

s2∑
k=s1

m
(
σ−k(J )

)
. (5)

L’introduction de cette nouvelle condition est motivée par le fait qu’elle est vérifiée par une large classe de m
auto-similaires dont certaines interviennent naturellement lorsqu’on cherche à estimer la dimension de
auto-affines [12,13]. En général, ces dernières ne vérifient ni la propriété quasi-Bernoulli, ni la condition d
semble ouvert de Hutchinson. Dans la situation (5), on montre dans [12] quem possède des mesures de Gibbs
états positifs et queτ est dérivable surR+. Par suite, une mesure quasi-Bernoulli au sens faible vérifie la for
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(3) pour les valeurs positives deq. Naturellement, on se demande ce qu’il en est pour les valeurs négativesq.
En particulier,

– La fonctionτ possède-t-elle des transitions de phase, c’est-à-dire des points de non-dérivabilité, surR
− ?

– La mesurem admet-t-elle des mesures de Gibbs aux états négatifs ?
– A-t-on dim(Eα) = τ ∗(α) si α > −τ ′

d(0) ?

Notons que certains arguments utilisés dans le casq > 0 ne s’appliquent pas ici. En particulier, les proprié
d’additivité de la suiteτn(q) permettant la construction de mesures de Gibbs ne sont plus vérifiées siq est négatif.

Nous allons ici répondre à ces questions en exhibant des mesures auto-similaires, quasi-Bernoulli au s
possédant un nombre arbitrairement grand de transitions de phase à l’intérieur desquelles le formalism
fractal n’est pas vérifié. Cela fait apparaître des phénomènes nouveaux pour la partie décroissante du s
singularités de la mesure (voir Figs. 1(b), (c) et (d)).

2. Présentation des résultats

On considère la mesure de probabilitéµ = ∑2�
i=1 piµ ◦ S−1

i définie à partir des similitudesSi : [0,1] → [0,1]
où

∀1� i � �, Si(x) = 1

�
x + i − 1

�
et ∀� + 1� i � 2�, Si(x) = −1

�
x + i − �

�
.

On montre dans [12] queµ est quasi-Bernoulli au sens faible. De plus, d’après [13],µ admet des mesures de Fro
man, c’est à dire des mesures vérifiant seulement l’inégalité de droite dans la définition (2), pour tout étaq ∈ R.
Les travaux de BenNasr [1] affirment alors que le formalisme multifractal est satisfait en tout pointα = −τ ′(q) où
τ est dérivable. Ainsi, rechercher des zones où le formalisme n’est pas vérifié revient à rechercher des tr
de phase pour la fonctionτ , c’est à dire des pointsq où la fonctionτ n’est pas dérivable. Les valeurs deα pour
lesquelles le formalisme ne fonctionne pas se situeront alors nécessairement dans les intervalles]−τ ′

d(q),−τ ′
g(q)[.

Pour que la mesureµ ne soit pas quasi-Bernoulli, on est amené à prendre certains coefficientspi nuls tout
en conservant certains empiètements entre les images des similitudes. Ainsi, on suppose quepi > 0 pour tout
i � E(3�+1

2 ) (E désigne la partie entière) et on noteB = {i ∈ [E(�+1
2 ) + 1, . . . , �],pi+� = 0}. En posant̃τ(q) =

log�(
∑

i∈B p
q
i ), on obtient

Proposition 2.1. τµ(q) = max(τν(q), τ̃ (q)) où ν = 1
2(µ + µ ◦ T ) et T (x) = 1− x.

En raison de son caractère symétrique,ν a tendance à posséder de meilleures propriétés d’homogénéité qµ.
En particulier, il sera facile de trouver des conditions sur les poidspi pour qu’elle soit quasi-Bernoulli, ce qu
rendra dérivable la fonctionτν . Par suite, pour obtenir des transitions de phase pour la fonctionτµ, on sera condui
à chercher des conditions sur les poidspi assurant que les courbes des fonctionsτν et τ̃ se croisent.

Par ailleurs, en dehors de l’ensemble de CantorK = ⋃
i∈B Si(K), les mesuresµ etν se comportent de la mêm

façon. Plus précisément, six /∈ K , alorsx ∈ Eα(µ) si et seulement si àx ∈ Eα(ν). Ainsi, en utilisant le fait queν
soitT -invariante, on obtient facilement que

Eα(µ) = (
Eα(ν) ∩ ([0,1] \ K

)) ∪ (
Eα(µ) ∩ K

)
et dim

(
Eα(ν)

) = dim
(
Eα(ν) ∩ ([0,1] \ K

))
.

L’étude de la trace surK des ensemblesEα(µ) se déduit de l’analyse de la mesure multinomialeπ = 1
λ

∑
i∈B piπ ◦

S−1
i oùλ = ∑

i∈B pi . Ceci permet alors de déduire le résultat suivant

Théorème 2.2. (i) ∀α, dim(Eα(µ)) = max(dim(Eα(ν)), τ̃ ∗(α)).
(ii) Si de plus ∀i ∈ B,p < p , ν est quasi-Bernoulli et dim(E (µ)) = max(τ ∗(α), τ̃ ∗(α)).
i �+1−i α ν
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La Proposition 2.1 et le Théorème 2.2 fournissent ainsi

Corollaire 2.3. On suppose que ∀i ∈ B , pi < p�+1−i .
(i) Si τ ′

µ(q) existe et si α = −τ ′
µ(q), dim(Eα(µ)) = τ ∗

µ(α).
(ii) Si τ ′

µ(q) n’existe pas et si −(τµ)′d(q) < α < −(τµ)′g(q), dim(Eα(µ)) < τ ∗
µ(α).

Ainsi, il y a autant de « zones » où le formalisme ne fonctionne pas qu’il y a de transitions de phase.
enfin que dans la situation(ii) du corollaire, on a en fait le résultat plus précis

Dim
(
Vα(µ)

)
< τ ∗

µ(α), oùVα(µ) =
{
x ∈ [0,1[, lim inf

n→+∞
logµ(In(x))

log|In(x)| = α

}
.

3. Exemples

(i) On prend� = 2. Alors,τµ(q) = max(τν(q), q log2 p2), possède un point de non dérivabilitéq0 en deçà duque
elle est linéaire (voir Fig. 1(a)). De plus, le domaine de singularités deµ présente un point isolé et le spec
deµ donné parτ ∗

ν diffère deτ ∗
µ pour les valeurs deα supérieures à−(τµ)′d(q0) (voir Fig. 1(b)). La situation

obtenue ici est proche de celle obtenue dans [6,9] lors de l’étude de la convolution de la mesure de C
(ii) On prend� = 4. Afin de pouvoir calculer explicitementτ , on suppose que les poids vérifient les relati

p1 = p4 + p5, p2 = p3 + p6 etp7 = p8 = 0. Alors, τµ(q) = max(log4(2p
q

1 + 2p
q

2), log4(p
q

3 + p
q

4)) possède
un point de non dérivabilité. De plus, si max(p3,p4) < min(p1,p2), le domaine de singularités deµ est la
réunion de 2 intervalles disjoints et le spectre deµ diffère deτ ∗

µ pour les valeurs deα se situant dans l
transition de phase (voir Fig. 1(c)).

(iii) On prend� = 5 et on suppose que les poids vérifient les relationsp1 = p5 + p6, p2 = p4 + p7, p3 = p8 > 0
et p9 = p10 = 0. Si 2p3 < max(p4,p5), τµ(q) = max(log4(2p

q

1 + 2p
q

2 + (2p3)
q), log4(p

q

4 + p
q

5)) présente

Fig. 1. Quelques exemples ; voir le texte pour les détails.
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2 points de non dérivabilité. Par suite, le spectre de singularités deµ n’est pas concave et diffère deτ ∗
µ à

l’intérieur des transitions de phase (voir Fig. 1(d)).
(iv) Plus généralement, en reprenant les mêmes idées, on peut générer un nombre arbitrairement grand

tions de phase. Par exemple, en prenant� = 10, on peut créer 5 transitions de phase qui corresponden
zéros de la fonctionτν − τ̃ qui est représentée à la Fig. 1(e).

Tous ces résultats sont développés dans [14].
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