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Résumé

Nous étudions les schémas d’approximation classiques (Euler, Milshtein) associés à une équation différentielle
dxt = σ(xt )dgt + b(xt )dt , xt ∈ R, où g est une fonction supposée höldérienne d’ordreα quelconque dans(0,1]. Quand
g = BH est la trajectoire d’un mouvement brownien fractionnaire, nous tirons parti de propriétés probabilistes pour af
résultats.Pour citer cet article : I. Nourdin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Approximation schemes associated to a differential equation governed by a Hölderian function; the case of fraction
Brownian movement.We study here classical approximation schemes (Euler, Milshtein) associated with a differential e
of the type dxt = σ(xt )dgt + b(xt )dt , xt ∈ R, whereg is a function, supposed Hölderian of orderα somewhere in(0,1]. When
g = BH is the trajectory of fractional Brownian movement, we deduce probability properties to refine the results.To cite this
article: I. Nourdin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Cas d’une fonctiong quelconque

Soit g : [0,1] → R une fonction höldérienne d’indiceα ∈ (0,1]. Quandα � 1/2, on ne peut pas utiliser un
intégrale de type Stieltjes (considérée par Young [10]) pour intégrer contreg. L’intégrale de Newton–Côtes défin
dans [7] permettrait de traiter le cas de tous les indicesα mais le plus simple pour cette Note est d’introduire la

Définition 1.1. Soit f :R2 → R de classe C1,1 et a : [0,1] → R une fonction à variation bornée. On pose, p
t ∈ [0,1],
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1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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0

∂1f (gs, as) ◦ dgs := f (gt , at ) − f (g0, a0) −
t∫

0

∂2f (gs, as)das, (1)

l’intégrale contrea étant au sens de Stieltjes.

Soit x0 un réel etσ,b :R → R deux fonctions régulières. On peut maintenant donner un sens à l’équ
formelle

dxt = σ(xt )dgt + b(xt )dt, t ∈ [0,1], x(0) = x0. (2)

Définition 1.2. Une fonctionx : [0,1] → R est solution de (2) si : (i) il existef :R2 → R de classe C1,1 et
a : [0,1] → R à variation bornée tels que, pour toutt ∈ [0,1], xt = f (gt , at ) ; (ii) pour tout t ∈ [0,1], on a
xt = x0 + ∫ t

0 σ(xs) ◦ dgs + ∫ t

0 b(xs)ds.

Quandσ est de classe C2 avec ses dérivées première et seconde bornées et quandb est lipschitzienne, l’existenc
d’une solution de (2) est assurée par la méthode de Doss [4] et Sussmann [8] : posonsxt = u(gt , yt ) oùu :R2 → R

est (l’unique) solution de∂1u = σ(u) avecu(0, z) = z pour toutz ∈ R et oùy : [0,1] → R est (l’unique) solution
de dyt

dt
= [∂2u(gt , yt )]−1b(u(gt , yt )) avecy0 = x0 (remarquons que∂2u ne s’annule jamais car c’est une expon

tielle : voir [6] p. 296). On a noté∂1 (resp.∂2) la dérivée par rapport à la première (resp. deuxième) variable
voit immédiatement, en utilisant (1), quex ainsi construite est solution de (2). Pour l’unicité, nous renvoyons à
Théorème 4.3.3 p. 82.

Dans la suite, nous considérerons comme solution de (2) la fonctionx donnée par la méthode de Doss
Sussmann. Commex n’est en général pas explicite, il est intéressant de définir des schémas d’approxima
cette solution.

Intéressons-nous tout d’abord au schéma le plus simple associé à (2), à savoir le schéma d’Euler :

x̂
(n)
0 = x0 et x̂

(n)
t = x̂

(n)
k/n + σ

(
x̂

(n)
k/n

)
(gt − gk/n) + b

(
x̂

(n)
k/n

)
(t − k/n), t ∈ [

k/n, (k + 1)/n
]
. (3)

Théorème 1.3. Supposons que σ soit de classe C2 avec ses deux dérivées bornées et que b soit lipschitzienne.
Quand n → +∞, on a ‖x − x̂(n)‖L∞([0,1]) = O(1/n2α−1).

Remarquons que ce théorème n’a un intérêt que siα > 1/2. Lorsqueα � 1/2, nous considérons un schéma
type Milshtein d’ordrem ∈ N

∗ :


x̌
(n)
0 = x0

x̌
(n)
t = x̌

(n)
k/n + ∑2m

j=1
1
j !Pj (σ,σ ′, . . . , σ (j−1))(x̌

(n)
k/n)(gt − gk/n)

j + b(x̌
(n)
k/n)(t − k/n),

t ∈ [k/n, (k + 1)/n].
(4)

LesPj sont les fonctions polynomiales données par l’identité formelle suivante :

g′ = f ◦ g ⇒ ∀j ∈ N
∗, g(j) = Pj

(
f,f ′, . . . , f (j−1)

) ◦ g avecPj ∈ R[X0, . . . ,Xj−1]. (5)

Par exemple, nous avons :

g′ = f ◦ g ⇒ P1 = X0 ∈ R[X0] et g′′ = g′ × (f ′ ◦ g) = (ff ′) ◦ g ⇒ P2 = X0X1 ∈ R[X0,X1], etc.

Théorème 1.4.Supposons que σ soit de classe C2m+1 avec toutes ses dérivées bornées et que b soit lipschitzienne.
Quand n → +∞, on a ‖x − x̌(n)‖L∞([0,1]) = O(1/nβ) avec β = inf{α, (2m + 1)α − 1}.
Remarque 1.(i) En pratique, on choisit l’entierm le plus petit possible tel que(2m + 1)α − 1� α pour obtenir la
vitesse optimaleβ = α.
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(ii) Le casm = 1 (schéma de Milshtein standard) est prouvé dans [9]. Je remercie le rapporteur de cette
m’avoir signalé ce travail.

Idées de la preuve du Théorème 1.4.On s’inspire de la démonstration du Théorème 2.8 de [9]. Posonsy̌
(n)
t =

v(gt , x̌
(n)
t ) où v est l’inverse à droite deu, c’est-à-dire vérifieu(x, v(x, y)) = y pour tousx, y ∈ R. Grâce à

l’hypothèse de régularité surσ , on peut effectuer le développement de Taylor dey̌
(n)
(k+1)/n − y̌

(n)
k/n à l’ordre 2m + 1,

autour de(gk/n, x̌
(n)
k/n). À l’aide de relations algébriques du type de celles contenues dans les Lemmes 2.1 e

[9], tous les termes dans le développement de Taylor s’annulent et il restey̌
(n)
(k+1)/n − y̌

(n)
k/n = O(1/n(2m+1)α). En

utilisant la Définition 4 d’une part et en faisant le développement de Taylor d’ordre 2m + 1 dex̌
(n)
(k+1)/n − x̌

(n)
k/n en

utilisant x̌(n)
t = u(gt , y̌

(n)
t ) d’autre part, nous obtenonsy̌(n)

(k+1)/n − y̌
(n)
k/n = e− ∫ gk/n

0 σ ′(u(s,y̌
(n)
k/n))ds

b ◦ u(gk/n, y̌
(n)
k/n)

1
n

+
O(1/n(2m+1)α). En utilisant le contrôle (2.3 ;1) dans [9], il vient supk |y̌(n)

k/n − yk/n| = O(1/nβ) puis, commeu est

lipschitzienne par rapport à sa deuxième variable : supk |x̌(n)
k/n − xk/n| = O(1/nβ). �

2. Cas oùg est la trajectoire d’un mouvement brownien fractionnaire

De nombreuses applications récentes s’appuient sur une modélisation faisant intervenir des équatio
rentielles dirigées par un mouvement brownien fractionnaire (en abrégé, mbf) : voir par exemple [2,3]
références. Nous allons étudier le cas où, dans (2),g est la trajectoire d’un mbfBH d’indice H quelconque dan
(0,1) :

dXt = σ(Xt )dBH
t + b(Xt )dt, t ∈ [0,1], et X0 = x0. (6)

Tous les résultat de la théorie générale précédente s’appliquent car il est classique que les trajectoires dBH sont
p.s.α-höldériennes, pour tout 0< α < H . Toutefois, dans ce cadre particulier, on peut se poser deux que
naturelles. Premièrement, comment simuler les incréments du mouvement brownien fractionnaire ? Un
rapide et efficace est d’utiliser la procédure Matlab proposée par Coeurjolly [1] (voir un exemple d’appl
dans [7], pages 17–18). Deuxièmement, quel est le domaine de convergence (par rapport àH ) du schéma de
Milshtein d’ordrem associé à (6) ? Un élément de réponse est contenu dans la :

Proposition 2.1. Sous les hypothèses du Théorème 1.4 pour σ et b, le schéma de Milshtein d’ordre m associé à
(6) converge (resp. ne converge pas) en probabilité vers la solution donnée par la méthode de Doss et Sussmann
quand H > 1/(2m + 1) (resp. quand H � 1/(2m + 2)).

QuandH ∈ (1/(2m+ 2),1/(2m+ 1)], on ne sait a priori rien dire sur la convergence du schéma. Toutefois
de bonnes raisons de penser que le schéma converge bien que cela semblea priori difficile à démontrer. Je renvoi
le lecteur intéressé à un article à venir.

Preuve de la Proposition 2.1.La convergence du schéma quandH > 1/(2m + 1) est une application directe d
Théorème 1.4. Supposons maintenantH � 1/(2m + 2) et choisissonsσ(x) = x, b(x) = 0 etx0 = 1 dans (4). Un
calcul simple montre que

X̌
(n)
1 =

n−1∏
k=0

{
1+

2m∑
j=1

1

j !
(
BH

(k+1)/n − BH
k/n

)j

}
.

Comme on a, pouru proche de 0 :

1+ u + u2

+ · · · + u2m

= exp

(
u − u2m+1

+ 2m + 1
u2m+2 + o

(
u2m+2)),
2! (2m)! (2m + 1)! (2m + 2)!
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X̌
(n)
1 = exp

(
BH

1 − 1

(2m + 1)!
n−1∑
k=0

(
BH

(k+1)/n − BH
k/n

)2m+1 + 2m + 1

(2m + 2)!
n−1∑
k=0

(
BH

(k+1)/n − BH
k/n

)2m+2

+ o

(
n−1∑
k=0

(
BH

(k+1)/n − BH
k/n

)2m+2

))
.

À l’aide d’une régression linéaire, on peut montrer que, dans L2 et donc en probabilité,

n−1∑
k=0

(
BH

(k+1)/n − BH
k/n

)2m+2 →




(2m + 2)!
2m+1(m + 1)! si H = 1

2m + 2
,

+∞ si H <
1

2m + 2

et que
∑n−1

k=0(B
H
(k+1)/n − BH

k/n)
2m+1 → 0 quandH > 1/(4m + 2). QuandH � 1/(4m + 2), en utilisant la même

technique que [5], Section 5, preuve de 2.b), on peut montrer que
∑n−1

k=0(B
H
(k+1)/n −BH

k/n)
2m+1 ne converge pas e

probabilité. Donc, en probabilité,

X̌
(n)
1 →




exp

(
BH

1 + 2m + 1

2m+1(m + 1)!
)


= exp
(
BH

1

)
si H = 1

2m + 2
,

+∞ si
1

4m + 2
< H <

1

2m + 2
,

ne converge pas siH � 1

4m + 2
.

Ainsi, comme la solution donnée par la méthode de Doss et Sussmann estXt = exp(BH
t ), le schéma ne converg

pas vers elle siH � 1/(2m + 2). Ceci termine la démonstration de la proposition.�
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