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Résumé

Nous considérons le problème d’estimation non-paramétrique de la densité de probabilité multidimensionnelle.
concept de risque minimax avec normalisation aléatoire introduit par Lepski [Math. Methods Statist. 8 (1999) 441–
considérant une hypothèse « plausible » que la densité se decompose en produit de densités marginales, nous con
estimateur qui peut être adaptatif et dont la qualité dépendant de l’observation est meilleure que celle de l’estimation

n
− β

2β+d avec une probabilité controlée.Pour citer cet article : A.F. Yode, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Improvement in the accuracy of multidimensional probability density estimate by pre-testing.We consider the non
parametric problem of multidimensional probability density estimate. Using concept of minimax risk with random norm
factor introduced by Lepski [Math. Methods Statist. 8 (1999) 441–486], by considering an independence hypothesis,
an estimator which can be adaptive and whose accuracy, depending on the observation, is better than the minimax

n
− β

2β+d , with prescribed confidence level.To cite this article: A.F. Yode, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous considérons l’expérience statistique engendrée par l’observationXn = (X1, . . . ,Xn) où Xi = (X
(1)
i , . . . ,

X
(d)
i ), i = 1, . . . , n, d > 2, sont des vecteurs aléatoires indépendants identiquement distribués (i.i.d) de loi com-

mune admettant la densitéf inconnue. Nous supposons quef est une fonction à support compact appartena
un certain espace fonctionnelΣ .

Pour tout estimateur̃fn = f̃n(X
n) def surΣ , le risque maximal normalisé par la suite positiveϕn(Σ) → 0,

n → +∞, est défini par
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1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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(
f̃n,Σ,ϕn(Σ)

) = sup
f ∈Σ

En
f

(
ϕ−1

n (Σ)‖f̃n − f ‖2
)q

, q > 0, ‖f ‖2 =
( ∫

[0,1]d
f 2(x)dx

)1/2

. (1)

SoitMn, l’ensemble de tous les estimateurs possibles def surΣ . La suiteϕn(Σ) est appelée vitesse optimale
convergence surΣ en considérant le risque (1) si

(i) lim inf n→+∞ inf
f̃n∈Mn

Rn(f̃n,Σ,ϕn(Σ)) > 0,

(ii) il existe f̄n ∈Mn dit asymptotiquement optimal tel que lim supn→+∞ Rn(f̄n,Σ,ϕn(Σ)) < +∞.

Étant donnéf̄n etϕn(Σ), en utilisant (ii), pour tout 0< γ < 1, il existe une constanteM(γ ) > 0 telle que

inf
f ∈Σ

P n
f

{‖f̄n − f ‖2 � M(γ )ϕn(Σ)
}

� 1− γ, pourn assez grand. (2)

Ainsi, avec un niveau de confiance d’au moins 1− γ , la région de confiance pourf est la boule de centrēfn

et de rayonM(γ )ϕn(Σ). Le rayon de cette région est décrit parϕn(Σ). Ainsi, ϕn(Σ) est considérée comm
la qualité d’estimation. Peut-on trouver une normalisation qui tend plus vite vers 0 queϕn(Σ) ? C’est à cette
question que nous tenterons de répondre dans cette Note. Il est clair que la réponse est négative dans le
théorie minimax d’après (i). Cependant, la considération d’autres types de risques peut conduire à une am
éventuelle de la qualité d’estimation. Nous utiliserons le concept de risque minimax avec normalisation a
initié par Lepski [4] pour répondre à cette question.

2. Le problème

2.1. Motivations

SoitΣd(β,L), β = m + τ , m ∈ N, τ ∈ (0,1], L > 0, l’espace de Hölder isotrope sur[0,1]d i.e. l’ensemble des
fonctionsf à support compact[0,1]d , m fois continûment différentiables dans chaque direction telles que
tousZ(l) = (x1, . . . , x

(l)
i , . . . , xd) ∈ [0,1]d , l = 1,2,

sup
(x1,...,xi−1,xi+1,...,xd )

∣∣∣∣∂
mf

∂xm
i

(
Z(1)

) − ∂mf

∂xm
i

(
Z(2)

)∣∣∣∣ � L
∣∣x(1)

i − x
(2)
i

∣∣τ , i = 1, . . . , d.

Soient l’ensemble

Σ =
{
f :Rd → R: f > 0,

∫

Rd

f (x)dx = 1, f ∈ Σd(β,L), ‖f ‖∞ � S

}
, S > 0, (3)

et le sous-ensemble deΣ

Σ0 =
{
f ∈ Σ : ∃fk :R → R, fk > 0,

∫
R

fk(xk)dxk = 1, k = 1, . . . , d, f (x) =
d∏

k=1

fk(xk)

}
,

où‖f ‖∞ = supx∈[0,1]d |f (x)|. Soient les estimateurs

f̄n(x) = 1

nϑd
n

n∑
i=1

K

(
x − Xi

ϑn

)
, f̄ (0)

n (x) =
d∏

k=1

f̄kn(xk), x ∈ [0,1]d , (4)

où f̄kn(xk) = 1
nbn

∑n
i=1 K∗(

xk−X
(k)
i

bn
), X

(k)
i est lak-ième composante deXi ; les fonctionsK , K∗ sont Lipschit-

ziennes, à supports compacts surR
d et R respectivement ;

∫
u

a1 · · ·uad K(u)du = 0 pour tout(a , . . . , a ) ∈

Rd 1 d 1 d
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d tel que

∑d
i=1 ai � m,

∫
R

ulK∗(u)du = 0 pour tout l ∈ N tel que l � m ; les suitesϑn = C1n
− 1

2β+d et

bn = C2n
− 1

2β+1 où C1 > 0, C2 > 0. L’estimateur f̄n est asmptotiquement optimal surΣ et atteint la vi-

tesse de convergenceϕn(Σ) = n
− β

2β+d . L’estimateur f̄
(0)
n atteint la vitesseϕn(Σ0) = n

− β
2β+1 sur Σ0 i.e.

lim supn→+∞ Rn(f̄
(0)
n ,Σ0, ϕn(Σ0)) < +∞.

Nous remarquons que la qualité d’estimationϕn(Σ) depend du facteur d’inflationd lié à la dimension. Pour d
grandes valeurs ded , ϕn(Σ) tend très lentement vers 0. Cependant, sous l’hypothèse d’indépendance, la
d’estimation devientϕn(Σ0) et on ne paie pas d’effet dimensionnel au moins asymptotiquement. De ce fait
considérons l’hypothèseH0 : f ∈ Σ0. Une première idée pour résoudre ce problème est l’estimation adap
(Lepski [4], Hoffmann [1], Hoffmann et Lepski [3]). La qualité d’estimation dépend dans ce cas de la d
inconnue i.e. de l’information sif ∈ Σ0 ou non. Cette information ne peut être obtenue à l’issue de l’observa
D’où la deuxième idée qui est le centre d’intérêt de ce travail et qui est basée sur les travaux de Lepski
consiste à testerH0 : f ∈ Σ0 et à utiliser de façon optimale la réponse du test pour améliorer la qualité d’estim
ϕn(Σ) si l’hypothèse est vraie sans que celle-ci soit dégradée quand l’hypothèse est fausse.

2.2. Risque minimax avec normalisation aléatoire

Soit la famille de normalisations aléatoires

Ωn = {
ρn ∈ (

0, ϕn(Σ)
]
: ρn est mesurable par rapport àXn

}
. (5)

Pour toutρn ∈ Ωn, pour toutf̃n ∈ Mn, introduisons le risqueR(r)
n (f̃n,Σ,ρn) = supf ∈Σ En

f (ρ−1
n ‖f̃n − f ‖2)

q . Du

point de vue mathématique, l’objectif est de trouverρ∗
n ∈ Ωn, f ∗

n ∈Mn tels que : lim supn→+∞ R
(r)
n (f ∗

n ,Σ,ρ∗
n) <

+∞, la probabilité de l’événement{ρ∗
n � ϕn(Σ)} soit controlée surΣ0 i.e. lim infn→+∞ inff ∈Σ0 P n

f {ρ∗
n �

ϕn(Σ)} > 0 etf ∗
n soit adaptatif. Soient 0< δ < 1 et 0< αn < 1− δ pour toutn, une suite fixée.

Définition 2.1 (Hoffmann et Lepski [3]). La caractéristique deρn ∈ Ωn est la suite

xn(ρn) = inf
{
x ∈ (

0, ϕn(Σ)
]
: inf

f ∈Σ0
P n

f {ρn � x} � 1− αn

}
.

La notion de caractéristique permet de comparer les normalisations aléatoires.

Définition 2.2 (Hoffmann et Lepski [3]). La normalisationρ∗
n ∈ Ωn est diteαn-optimale par rapport àΣ0 si les

conditions suivantes sont vérifiées
(1) pour toutρn ∈ Ωn telle que limn→∞ xn(ρn)/xn(ρ

∗
n) = 0 alors lim infn→∞ inf

f̃n∈Mn
R

(r)
n (f̃n,Σ,ρn) = +∞,

(2) il existe un estimateurf ∗
n dit αn-adaptatif tel que lim supn→∞ R

(r)
n (f ∗

n ,Σ,ρ∗
n) < +∞.

Ce nouveau concept a permis à Lepski [4] d’améliorer la qualité d’estimation d’un signal dans le modèle
blanc gaussien unidimensionnel et à Hoffmann [1] celle du coéfficient de diffusion en dimension 1. Une ex
de ce concept est proposée par Hoffmann et Lepski [3] et est utilisée pour la recherche de variables sign
dans le cas de la regression multiple.

2.3. Résultats

Introduisons l’estimateur à noyau défini parf̂n(x) = 1
nhd

n

∑n
i=1 K(

x−Xi

hn
), oùhn = C(n−1

√
log( 2

αn
))

2
4β+d , C =

C(β,d,K) est une constante strictement positive.
Soient la statistique

Tn = ∥∥f̂n − f̄ (0)
n

∥∥2
2 − 1

n2h2d
n

n∑
i=1

∫
K2

(
x − Xi

hn

)
dx, (6)
[0,1]d
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2.
. Trans-
l’événementAn = {Tn � (λϕn(αn))
2} oùϕn(αn) = (n−1

√
log 2

αn
)

2β
4β+d , λ = 2

12β+d
4β+d L

d
4β+d

0 Υ
β

4β+d et posons

ρ∗
n =

{
ϕn(αn) siAn est vrai,
ϕn(Σ) siAc

n est vrai, f ∗
n =

{
f̄

(0)
n siAn est vrai,

f̄n siAc
n est vrai,

où Ac
n est le complémentaire deAn, f̄

(0)
n et f̄n sont définis par (4). Fixons les constantes positivesA∗, B∗ et r∗

telles que

A∗ >
8S‖K∗‖2(β + 2)

2β + 1
, B∗ >

4S‖K‖2
2(4β + 3d + 4)

(4β + d)
,

r∗ < min

{
1,

4β + 3d + 4

2(4β + d)
− B∗

8S‖K‖2
2

,
β + 2

2β + 1
− A∗

S‖K∗‖2
2

}
.

Théorème 2.3. Soient q � 2, d > 2, β > d
4 et αn = On(n

−r∗
). Alors ρ∗

n est une normalisation aléatoire αn-
optimale et f ∗

n est un estimateur αn-adaptatif par rapport à Σ0. En particulier,

lim sup
n→∞

R(r)
n (f ∗

n ,Σ,ρ∗
n) � M∗, (7)

où M∗ = 2qL

dq
2β+d

0 S
βq

2β+d ‖K‖
2βq

2β+d

2 + (λ(1+
√

q
r∗ )1/2 + 1√

2
+ 2

6β+d
4β+d L

d
8β+d

0 Υ
β

4β+d )q .

Remarque 1.Les constantesA∗, B∗ et r∗ proviennent du problème de test résolu dans Yodé [5].
La conditionβ > d

4 implique quenhd
n → +∞, n → +∞ qui est une condition classique pour l’estimateu

noyauf̂n. La contrainted > 2 apparaît dans la démonstration du Théorème 3.1 (Yodé [5]) et est liée au ch
la statistique (6) qui est construite selon le concept de risques minimax avec normalisations aléatoires (Le
Nous croyons qu’un autre choix de test par exemple le test duχ2 (Ingster [2]) ou en utilisant des techniques de c
culs plus fines, on pourrait inclure le casd = 2 dans nos résultats de test. Selon notre construction, la caractéri
deρ∗

n , d’après le Théorème 3.1 de Yodé [5], estxn(ρ
∗
n) = ϕn(αn) 	 ϕn(Σ0).

Théorème 2.4.Sous les conditions du Théorème 2.3, si αn = On(ϕ
q
n(Σ0)) alors f ∗

n est un estimateur adaptatif.

Remarque 2.D’après (7), nous obtenons une interprétation statistique du type (2). Ainsi, si l’hypothèseH0 est
vraie, nous obtenons une région de confiance plus fine que celle fournie par l’estimation minimax avec l
bilité plus grande que 1− αn. Par définition,ρ∗

n � ϕn(Σ). Alors f ∗
n est asymptotiquement optimal. En d’autr

termes, nous conservons les acquis de l’estimation minimax. De plus,f ∗
n peut être adaptatif.
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