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Résumé

Nous présentons quelques résultats sur les variétés toriques projectives, pertinents en géométrie diophantienne. Nous inter
prétons et étudions plusieurs invariants arithmétiques attachés a ces variétés en termes géométriques et combinatoires. Not
donnons également un théoreme de Bézout pour les poids de Chow des variétés projectives et une application au théoréme de
minimums algébriques successifs. Ces résultats sont extraits des deux textes de Philippon et Sombra indiqués dans les refé
rences a la fin de cette Note (tous deux téléchargeables de http:/fr.arxiPargyiter cet article: P. Philippon, M. Sombra,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Diophantine geometry and toric varieties.We present some results on projective toric varieties which are relevant in
diophantine geometry. We interpret and study several invariants attached to these varieties by geometrical and combinatorial
terms. We also give a Bézout theorem for Chow weights of projective varieties and an application to the theorem of successive
algebraic minima. These results are extracted from the two texts of Philippon and Sombra mentioned in the references at the
end of this Note (both downloadable from http:/fr.arxiv.or§).cite this article: P. Philippon, M. Sombra, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 340 (2005).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Forn, N e N let A= (ao,...,an) € (z"Ntlpea sequence &f + 1 vectors inZ" and consider the diagonal
action of the torug " := (Q*)” on the projective spade” := P" (Q)

#:T" x PN — PN, (s, x) = (s%xg:---:sxp).
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The Zariski closure of the orbit of a poiat= (g : ---:an) € PV is denotedX 4 o :==T"x g C PN and, fol-
lowing [2], we call it theprojective toric varietyassociated t§.A, «). This is a subvariety oPV stable under the
action of T", with a dense orbik %,  :=T" x4 «. By restricting the ambient projective space, we can assume that

the pointa belongs to the Zariski open subgBt)° := {(xo:---:xy) : x0- - - xn # 0}. In this case the dense orbit
X° , is actually a translate of a subtorus BY, identified to(PN)o Wlthout loss of generality we also assume
throughout this note that the-moduleL 4, generated by the differences of the vectgrsis equal toZ”. Under
these assumptions the dimensionXof , is equal tan.

One can attach several notions of height to a projective vakietyP" . Normalizing with respect to the action
of the torus we select the so-calledrmalized heightdefined by

1 h([k]1X)
X):= X _
h(X) = degX) - lim - degkIX)’
where[k] denotes thé-th power morphismxg : - - - : xy) (x’(j R :x’;,) andh any height on the subvarieties

of PV (the resulting limit is independent of the actual choice of this height, see [5, § 1.2]).

It is well known that, under our hypotheses, the degree of the projective toric varjetyis equal ton! times
the volume of the convex hut) 4 ¢ R”" of the pointsa, ..., ay, with respect to the usual Lebesgue measure. We
obtain an arithmetic analogue of this classical result, expressing the local contributions to the normalized height in
a similar way.

Let K be a number field; we denote Mg the set of absolute values aki extending thep-adic and
archimedean absolute values@fsatisfying|p|, = p~land|2|s = 2. Forv e Mg we denotek, (resp.Q,) the
completion ofK (resp.Q) with respect tw. Now, fora € (K *)N*1 andv € My we consider the polytop@ 4 -, ,
convex hull inR"+1 of the points(ag, l0g|olv), . . . , (an, loglay|,), and we denote by 4 -,,: 04— Rthe para-
metrisation of its upper envelope ov@ry. Heret, , € RV+1 stands for the vectailog|aoly, . .., l0g|ay].). We
can now state:

Theorem 0.1.Let A € (Z")V+1 be such thal. 4 = Z" and« € (K *)N+1, With the above notation

h(X A0) = (0 +1)! Z il Q”] /mfmxx)dxl

vEMK

The proof requires a sharp normalized arithmetic Hilbert—Samuel theorem and is closely connected to the Chow
weights introduced by Mumford in his work [4] on the stability of projective varieties. Furthermore, Theorem 0.1
has a multiprojective generalization that we present below. We also give a Bézout type theorem for the Chow weight
of general projective varieties, which in particular implies an exact arithmetic Bézout theorem for intersections of
toric varieties with monomial divisors.

1. Poids de Chow des variétés toriques

Soit K un corps commutatifX ¢ PV (K) une sous-variété de dimensianet T = (1o, ..., 7nv) € R¥*1 un
vecteur poidsConsidérons la forme de ChdBhy € K[Uy, ..., U,] de X et une variable additionnelle si I'on
écrit formellement

Chy(t% Ujj: 0<i<n, 0Sj<N)=1CFo+-- - +1M Fy

avecky, ..., Fyy € K[Uo,...,U,]\ {0} eteg > --- > ey, le T-poids de Chow de&X est défini pare, (X) := ep.
Cette notion est introduite dans [4, p. 61], (avec des exposants entiers) dans le contexte de la théorie géométrique
des invariants et en relation avec I'étude de la stabilité des variétés projectives.



P. Philippon, M. Sombra / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 340 (2005) 507-512 509

Pour un vecteutd = (ap, ...,ay) € (Z"HN*! et un poidst € R¥*! on considére le polytop@ 4 , :=
Conv(ao, 1), - - -, (an, Tv)) € R"T1, dont I'enveloppe supérieure s’envoie bijectivement ur par la projec-
tion standardR”*! — R". Soit alors

P47 04— R, x>maq{yeR: (x,y)€0u4-}

la paramétrisation de cette enveloppe supérieure au-desgig d€’est une fonctiorconcaveet affine par mor-
ceaux donc en particulier Riemann intégrable sur tout polytope.

Proposition 1.1. SoientA € (Z")¥*1 tel queL 4 = Z" ett € RV*1, Alors

eT(XA)=(n+1>!fﬂA,t(x>dx1~-dxn.
oA

Jointau Théoréme 0.1 (dans la version anglaise ci-dessus) cela fournit une interprétation géométrique, en terme:
de déformations toriques, des contributions locales a la hauteur normalisée d’'une variété torique.

2. Théoreme de Hilbert—-Samuel normalisé

La démonstration du Théoréme 0.1 suit une démarche indirecte : au lieu d'utiliser la définition de la hauteur nor-
malisée, on s’appuie sur le calcul d’une fonction de Hilbert arithmétique appropriée. L'un des principaux obstacles
a surmonter est de trouver une fonction de type Hilbert dont I'expression asymptotique soit liée a la hauteur nor-
malisée ; les différentes variantes étudiées jusqu’a présent sont liées a la hauteur progcpee exemple [3,7].

Soit X ¢ PV une variété définie sur le corps de nombfesde dimensiom, et I (X) C K[xo, ..., xx] SON
idéal homogeéne de définition. Nous utilisons la fonction de Hilbert arithméfitjdan(X; -) associant a un entier
D donné, lahauteur de Schmidtu K -espace linéairé (X) des formes de degr® de I (X) dans I'espace des

formes de degrd de K [xo, ..., xy], identifié ak "") via la base des mondémes [5, Définition II.1]. Se pose
alors la question du comportement asymptotique de cette fonction, a laquelle nous apportons une réponse pour le
cas des variétés toriques :

Proposition 2.1. SoientA € (Z")N*1 tel queL 4 = Z" et € (PV)°. Avec les notations introduites on a

]:l(X.A,a) Dn+1
(n+ D!
lorsque D tend vers l'infini.

Hnorm(X.A,a§ D) = + O(Dn)

Nous faisons remarquer la nature géométrique de cette formule, qui se reflete en particulier dans le comporte-
ment en @D") du terme d’approximation, & opposer au comportement habitue{ @) dans les théorémes
de Hilbert—-Samuel arithmétiques.

3. Multihauteurs normalisées

A l'instar des multidegrés, les multihauteurs du tdfeplongé dans un produit d’espaces projeatiésplusieurs
applications monomiales peuvent aussi s’expliciter a I'afitgégrales mixtegou multi-intégrale$ des fonctions
concaves apparaissant dans le Théoremer@idla Définition 3.1 ci-dessous.

SoitZ ¢ PNo x ... x PN» une sous-variété de dimensienon dispose d’une notion daultinauteur projective
de Z d'indice ¢ pour chaque = (co, ..., ¢,) € N 11 satisfaisant & ¢; < N; etco+ - - - + ¢, = n+ 1. On renvoie
a [8] ou encore [5, § 1.2], pour la définition précise.
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Notonss : PNo x ... x PNm — pWot+D-(Nn+D-1 |a plongement de Segre, on montveif [5, Proposition 1.2])
que la suite

he([k1Z)
kdegl[kls(Z))
converge vers une limite: 0 lorsquek tend vers l'infini, et définit lanultihauteur normalisée d& d’indice c,
notéeh . (Z).

Soientf: Q — R etg: R — R des fonctions concaves définies sur des ensemblesxes), R C R” respec-
tivement. On pose

ki~ deds(2)) -

fBg:0+R—R, x>max{f(y)+g(k): yeQ, z€R, y+z=x},

qui est une fonction concave définie sur la somme de Minko@ski R ; on obtient ainsi une structure de semi-
groupe commutatif sur I'ensemble des fonctions concaves (définies sur desesn

Définition 3.1. Pour une famille de: fonctions concavegp: Qo — R, ..., fu : O, — R définies sur des en-
sembles); C R" convexes et copacts, lintégrale mixtglou multi-intégralg est définievia la formule

MICo o fi) =3 (-1 3 [ dom s dudn,

j=0 0<ip<--<ij<n Qi0+"'+Qi-
J

Cette notion est analogue a celle de volume mixte, c’est de plus une fonctionnelle positive, symétrique et linéaire
en chaque variablg;, voir [5, § IV.3].
Soit Ag € (Z")Not A, € (2Nt tels queL gy + -+ L g, =Z" et A:= (Ao, ..., Ay). Soit aussk
un corps de nombresg € (K*)NotL ., € (K*)N»*1 et posonsy := (a, ..., ay). Considérons alors I'ac-
tion monomialex 4 deT"” sur le produit d’espaces projecti® x ... x PM» associée, on not¥ 4 ., I'adhérence
de Zariski de I'orbite du poink € PNo x ... x PNm,
Pour chaque € Mg on note aus&i%Ai,,al_ , - 0.4, — Rlafonction paramétrant I'enveloppe supérieure du poly-

topeQ 4, -, , C R"t1 associé au vectewt; et au poids,, , = (log|eioly, - - -, 10 |eti N lv).

Théoréme 3.2.Soitc € N*t1 tel quecg + - - - + ¢ = n + 1, avec les notations ci-dessus on a

[Ky:Qul

heXa0)= D o]

veMg

avecMl (9 4,4,,) =Ml (ﬂAo,Tan R 19«40,%0:;’ s Dl oy 00 s U A Ty 0)

Ml (D4 7,,)

co fois ¢ fois

4. Théoreme de Bézout pour les poids de Chow
Soit X ¢ PV une variété projective quelconque, fixons ZV+1, considérons I'action du sous-groupe & un
parameétre
x.:T x PN — PV, (1, (o :xn)) > (10xg: -+ 11N xp)
et ladéformation toriqueX, de X associée, définie comme I'adhérence de Zariski de 'ensemble

(@0, t%: X):teT, xe X} c P x PV,
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La variété initiale deX relative au poidsr € ZV*1 est alors définie par
init; (X) ::L"‘(Xr . ({(O: 1)} X PN)),

ot ¢:PY — Pl x PN désigne linclusion(xg : --- : xy) — ((0: 1), (xo:---: xxn)); c'est donc lecycle limite
lim;— ¢ *; X de X sous I'action«,, de méme dimension et degré gkie

On montre que lorsque € N¥+1, |e poids de Chow de& relatif &t s’interpréte comme un bi-degré d’une
variante de la déformation torique ci-dessus et se comporte donc comme une hauteur. Comme conséquence d
cette interprétation on obtient dans [6, § 4], un théoréme de Bézout pour le poids de Chow qui précise la majoration
obtenue par Ferretti [1, Proposition 4.3].

Théoréme 4.1.SoientX c PV une variété projective &l € Div(PY) un diviseur ne contenant pa&. Alors, pour
reZV*lona

er (X - H)=e.(X)deg H) + e (H) deg X) — (to+ - - + 7v) deg H) deg X)

- Z m(X; - Hy;1(Y)) degY)
Y eirr(init; (X))

ou la somme porte sur les composantes irréductiblemidlg(X) et m(X, - Hy; «(Y)) désigne la multiplicité de
1(Y) dans le cycle intersectiok - H,. En particulier, siH est effectif on a, pour toute RV+1

er(X - H) < e (X)degH) + e, (H)deg X) — (1o + - - - + ) deg H) deg X),

avec égalité si et seulement si les variétés initialeXdst H s'intersectent proprement.

On applique ce résultat a l'intersection d’une variété torique projedfiye, avec un diviseur monomial de
la forme dix?) ot b € ZN*1. Pour chaque place € My les pansde la toiture deQ 4 .,, induisent, par pro-
jection, unedécomposition polyhédrale cohérertta polytopeQ 4, voir [9] par exemple. On not®.,, cette
décomposition, dont les élémerfissont en bijection avec les composantes de la variété initialg j0K 4). La
multiplicité de cette composante dans le cycle intersectian, - div(x?) s’écrit alors[L gns : L 4] - Y ANS 7, , (@)
aveca = YN gbia; € Z" et ¥ zns..,, la fonction paramétrisant le pan de la toiture dg; ,,, au-dessus dé
(= Q. 4ns), étendue linéairement a todt'. On obtient donc le théoréme de Bézout arithmétique exact suivant :

Corollaire 4.2. SoientA € (Z")V*! tel queL 4 =Z", o € (K*)N*1 etb € ZVN*L. PosonsD := Z?’zlbj et
a:= Z,N:obiai e Z". Alors

~ . ~ K, :Qy
h(X Ao - V() = Dh(X 40) —n! Y % > D ans.ey, (@ VO, (S).

veMg §S€Dyq,

En particulier, sidiv(x?) est effectif(c-a-d.b € NV*t1) on ah(X 4, - div(x?)) < Dh(X 4.4).

5. Optimalité du théoreme des minimums algébriques successifs

Soit X c PN une variété quasi-projective quelconque, de dimensidre i-€me minimum algébriquie X par
rapport a la hauteur normalisée est défini par
f1:(X) = sup|inf{A€): £ € (X \ Y)(Q)}: ¥ C X, codimy (Y) =i}
pouri =1,...,n + 1, ou le supremum est pris sur toutes les sous-variétds codimension dansX. On a
a1(X) > - = fipp2(X) > 0.
La répartition de la hauteur des points algébriques d’une vddéti&eX c PV est en relation avec sa hauteur,
le lien est donné par lnéoréeme des minimums successédZhang [10, Théoréme 5.2 et Lemme 6.5(3)] :
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h(X)
deg X)
Comme application du Théoréme 0.1, on construit des exemples toriques montrant gujgrégstoute confi-

guration possible des minimums successifs se réalise, et que le quatientleg X) peut atteindre n'importe
quel valeur dans l'intervalle autorisé par cet encadrement.

LX)+ -+ fna(X) < < (n+DaaX).

Théoréme 5.1. Soientn, N € N tels queN >3n+ 1l etpu1,..., up+1,v € Rtels queps > -+ > uyp1 >0 et
1+ 4 1 < v < (n+ 1) ug. Alors, pour0 < g1 < (n + D1 — v, 2 > 0 arbitraires, il existe une variété
torique X c PV de dimensiom telle que

h(X)
deg X)

— V| < é&21.

O<pi—i(X)<er pouri=1,....n+1 et ‘

De plus, la variétéX peut étre choisie de degr& (4n252‘1)" et définie sur une extension kummerienne
K =Q(2%%) de degré{log(2) ey 1| + 1.

Etant donné que I'ouvert principal d’une variété torique est le translaté d’un sous-tg?& yfeil est naturel de
comparer cette situation au cas abelien. Qaiine variété abelienne munie d’un fibré ample et symétrique ce qui
fournit une notion de hauteur normalisée sur les sous-variétds(dauteur de Néron—Tate pour les points). Soit
a + B C A le translaté d'une sous-variété abeliefhpar un pointx, et soit TorgB) le sous-groupe des points de
torsion deB. Si 8 est un point quelconque de+ B, alorsg + Tor(B) est un sous-ensemble de points de hauteur
h(B) dense dana + B, on en déduit

fa(e+ B) =--- = finy1(a + B).
Ainsi, dans cette situation 'intervalle du théoreme des minimums successifs se réduit a un point, et on a les égalités
h(a + B)
dego + B)

La situation est donc plus riche dans le cas torique, la différence tenant au fait que les translatés de sous-tores
de (PV)° ne sont pas des ensembles algébriques fermés.

=@+ Dasle+ B) = (e + B) + - + fint1(a + B).
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