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Résumé

Nous considérons un électron non relativiste interagissant avec un champ magnétique classique pointant dans la dx3
et un champ electromagnétique quantifié. L’invariance par translation dans la directionx3 nous amène à considérer l’hamiltoni
réduit associé au moment total suivant cette direction. Après l’introduction d’une troncature ultraviolette et d’une régula
infrarouge appropriées, nous démontrons l’existence d’un état fondamental pour l’opérateur réduit dès que la con
couplage et le moment total suivantx3 sont suffisament petits. De plus nous déterminons le spectre absolument con
l’opérateur réduit et nous montrons que la masse renormalisée de l’électron est plus grande que sa masse nue.Pour citer cet
article : L. Amour et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The dressed nonrelativistic electron in a magnetic field.We consider a nonrelativistic electron interacting with a class
magnetic field pointing along thex3-axis and with a quantized electromagnetic field. Because of the translation invariance
thex3-axis, we consider the reduced Hamiltonian associated with the total momentum along thex3-axis and, after introducing
an ultraviolet cutoff and an infrared regularization, we prove that the reduced Hamiltonian has a ground state if the
constant and the total momentum along thex3-axis are sufficiently small. Finally, we determine the absolutely continu
spectrum of the reduced Hamiltonian and we prove that the renormalized mass of the electron is greater than its baTo
cite this article: L. Amour et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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We consider a nonrelativistic electron inR
3 of chargee and massm interacting with a magnetic field pointin

along thex3-axis,(0,0, b(x1, x2)), an electrostatic potentiel,V (x1, x2) and with the quantized electromagnetic fie
given by (3) and (4) whereρ is a positive function satisfying (2);εµ(k) are the real polarization vectors satisfyi
εµ(k) · εµ′(k) = δµµ′ , k · εµ(k) = 0; aµ(k) anda�

µ(k) are the usual annihilation and creation operators acting in

Fock spaceF := ⊕∞
n=0 L2(R3,C

2)⊗n
s and obeying the canonical commutation relations (5). In the Hilbert s

H = L2(R3,C
2) ⊗ F � L2(R3,C

2 ⊗ F), the associated Pauli Hamiltonian in Coulomb gauge is formally g
by (6). As usual we will consider the chargee in front of the quantized electromagnetic field as a parameter
we will denoteg. Further we substitute the Wick normal ordered: A(x,ρ) · A(x,ρ) : for A(x,ρ) · A(x,ρ). The
Hamiltonian that we obtain reads asH = H0+HI whereH0 andHI are given by (8) and (9). We assume thatb and
V satisfy (11) and (12) in such a way the bottom of the spectrum ofh(b,V ) (see (10)) is an isolated nonpositi
eigenvalue of finite multiplicity. To begin with we prove thatH is self adjoint inL2(R3,C

2) ⊗ F with the same
domain asH0 if |g| is sufficiently small. Then, becauseH is invariant by translation in thex3-direction,H has a
direct integral decomposition over the spectrum ofP3

H �
⊕∫

R

H(P3)dP3 (1)

whereP3 denotes the total momentum in thex3-direction,P3 = p3 ⊗ 1+ 1⊗ dΓ (k3) and whereH(P3) is given
by (14), (15) and (16).

Our main result is the following:

Theorem 0.1.Assume thatρ satisfies

∫
|k|�1

|ρ(k)|2
|k|3 d3k < ∞ and

∫
|k|�1

|ρ(k)|2|k|d3k < ∞. (2)

Then there exist0< P0 < m and0< g0 such thatH(P3) has a ground state for|P3| � P0 and |g| � g0.
Furthermore the multiplicity of this ground state is smaller than the multiplicity of the ground state ofh(b,V )

and the absolutely continuous spectrum ofH(P3) equals to[inf σ(H(P3)),+∞).

The electrostatic potentialV is needed to avoid the infinite degenerancy of the ground state ofh(b,V ).
In the free case, i.e. whenb = V = 0, a similar problem has been studied in [4]. In the case of the one-pa

sector of Nelson’s model similar result has been obtained first in [7] and more recently in [14]. In this
we give a simple proof for the existence of a ground state forH(P3) with an ultraviolet cutoff and an infrare
regularization. The proof borrows ideas both from [7] (where the Hamiltonian is invariant by translation) a
(where the electronic part is confined).

The same proof works also for any free atom and positive ion in interaction with the quantized electrom
field.

As a consequence of the Theorem 0.1, when the ground state ofh(b,V ) is simple, we prove that the renorma
ized mass of the electron is greater than its bare one. We then deduce that the anomalous magnetic mom
electron is positive.

Finally, following [4], we can conjecture thatH(P ) without infrared regularization has no ground state inH.
3
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Nous considérons un électron dansR
3, de chargee et de massem, interagissant simultanément avec, un cha

magnétique classique,(0,0, b(x1, x2)) pointant dans la directionx3 avecb(x1, x2) = ∂a2
∂x1

(x1, x2) − ∂a1
∂x2

(x1, x2) où
a(x1, x2) est un potentiel vecteur, avec un potentiel électrostatiqueV (x1, x2) et enfin avec le champ électromagn
tique quantifié donné en jauge de Coulomb par (j = 1,2,3)

Aj(x,ρ) = 1

2π

∑
µ=1,2

∫
d3k

(
ρ(k)

|k|1/2
εµ(k)j e−ik·xa�

µ(k) + ρ(k)

|k|1/2
εµ(k)j eik·xaµ(k)

)
(3)

Bj (x,ρ) = i

2π

∑
µ=1,2

∫
d3k

(
−|k|1/2ρ(k)

(
k

|k| ∧ εµ(k)

)
j

e−ik·xa�
µ(k)

+ |k|1/2ρ(k)

(
k

|k| ∧ εµ(k)

)
j

eik·xaµ(k)

)
(4)

où ρ(k) est une fonction positive de troncature à l’infini et de régularisation à l’origine dont nous précis
les caractéristiques plus loin (cf. (17)), les vecteurs (réels) de polarisation,εµ(k), satisfontεµ(k) · εµ′(k) = δµµ′ ,
k · εµ(k) = 0 ; aµ(k) et a�

µ(k) sont les opérateurs d’annihilation et de création habituels agissant dans l’esp
Fock pour les photons

F :=
∞⊕

n=0

L2(R3,C
2)⊗n

s

et satisfaisant les relations canoniques de commutation (a	 = a� oua)
[
a	
µ(k), a

	

µ′(k′)
] = 0 et

[
aµ(k), a�

µ′(k′)
] = δµµ′δ(k − k′). (5)

Dans l’espace de HilbertH = L2(R3,C
2) ⊗ F � L2(R3,C

2 ⊗ F ), l’hamiltonien de Pauli en jauge de Coulom
est donné formellement par

H = 1

2m

(
p − ea(x′) − eA(x,ρ)

)2 − e

2m
b(x′)σ3 ⊗ 1+ V (x′) ⊗ 1+ 1⊗ Hph − e

2m
σ · B(x,ρ) (6)

oùx′ = (x1, x2), p = −i∇x , σ = (σ1, σ2, σ3) sont les trois matrices de Pauli et l’hamiltonien des photons est d
parHph = ∑

µ=1,2

∫ |k|a�
µ(k)aµ(k)d3k . Nous avons supposé queh2π

= c = 1.
En fait, la chargee devant le champ électromagnétique quantifié sera considérée comme un paramè

nous noteronsg. Par ailleurs nous remplaçons la partie quadratiqueA(x,ρ) · A(x,ρ) par le terme quadratiqu
: A(x,ρ) · A(x,ρ) : où les produits entre opérateurs de création et d’annihilation ont été réordonné au s
Wick. L’hamiltonien ainsi obtenu diffère du précédent par une constante et peut s’écrire

H = H0 + HI (7)

où

H0 =
{

1

2m
p2

3 + 1

2m

∑
j=1,2

(
pj − eaj (x

′)
)2 − e

2m
b(x′)σ3 + V (x′)

}
⊗ 1+ 1⊗ Hph (8)

et

HI = − g

m
A3(x,ρ)p3 − g

m

∑
Aj(x,ρ)

(
pj − eaj (x

′)
) − g

2m
σ · B(x,ρ) + g2

2m
: A(x,ρ) · A(x,ρ) : . (9)
j=1,2
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Les potentielsb(x′) etV (x′) sont choisis de telle sorte que la borne inférieure du spectre de

h(b,V ) = 1

2m

∑
j=1,2

(
pj − eaj (x

′)
)2 − e

2m
b(x′)σ3 + V (x′) (10)

soit une valeur propre strictement négative, isolée et de multiplicité finie. Il résulte de [13,15,6,1] qu’il est to
possible de trouverb,V dans la classe

V ∈ L∞(R2) et V (x′) → 0 quand|x′| → +∞, (11)

b ∈ C1(R2) et 1/C � b(x′) � C,
∣∣∇b(x′)

∣∣ � C pour unC > 1 (12)

qui satisfassent cette propriété.

2. Résultats

Notre premier résultat montre que notre modèle est mathématiquement bien posé :

Proposition 2.1. Supposons que
∫

|k|�1

|ρ(k)|2
|k|2 d3k < ∞ et

∫
|k|�1

|k|∣∣ρ(k)
∣∣2 d3k < ∞.

Il existeg1 > 0 tel que pour tout|g| � g1 H est auto-adjoint dansL2(R3,C
2)⊗F avec le même domaine queH0.

L’hamiltonien H est invariant par translation dans la directionx3. Nous pouvons alors décomposerH en in-
tégrale directe suivant le moment total dans la directionx3 : P3 = p3 ⊗ 1 + 1 ⊗ dΓ (k3). En effet[H,P3] = 0 et
suivant [2] nous avons

H �
⊕∫

R

H(P3)dP3 (13)

oùH(P3) est l’opérateur réduit donné dansL2(R2,C
2) ⊗F par

H(P3) = H0(P3) + HI (P3) (14)

avec

H0(P3) = h(b,V ) ⊗ 1+ 1⊗
{

1

2m

(
P3 − dΓ (k3)

)2 + Hph

}
(15)

et

HI (P3) = − g

m
A3(x

′,0, ρ)
(
P3 − dΓ (k3)

) − g

m

∑
j=1,2

Aj(x
′,0, ρ)

(
pj − eaj (x

′)
)

− g

2m
σ · B(x′,0, ρ) + g2

2m
: A(x′,0, ρ) · A(x′,0, ρ) : . (16)

A nouveau si|g| � g1 alors l’opérateurH(P3) est auto-adjoint dansL2(R2,C
2) ⊗ F avec pour domaine

D(H(P )) = D(H (P )) pour toutP réel. Notre principal résultat est le suivant
3 0 3 3
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Théorème 2.2.Supposons queρ satisfait∫
|k|�1

|ρ(k)|2
|k|3 d3k < ∞ et

∫
|k|�1

|k|∣∣ρ(k)
∣∣2 d3k < ∞ (17)

alors il existe0< P0 < m et 0< g0 tels que pour tout|P3| � P0 et pour tout|g| � g0

(i) H(P3) a un état fondamental.
(ii) La multiplicité deinf σ(H(P3)) est inférieure à celle deinf σ(h(b,V )).

(iii) Le spectre absolument continu de l’opérateur(H(P3)) est la demi-droite[inf σ(H(P3)),+∞).

2.1. Commentaires

– La démonstration de (i) utilise de manière essentielle l’hypothèse que la borne inférieure du spectre deh(b,V )

est une valeur propre isolée de multiplicité finie. Les enoncés (ii) et (iii) sont des corollaires qui déc
facilement de (i) (cf. [11,12]).

– Ce théorème s’inscrit dans une longue série de résultats concernant l’existence d’un état fondamenta
modèles issus de l’électrodynamique quantique non relativiste. Nous ne pouvons pas proposer dans
une liste de références exhaustive ; citons néanmoins [7] et plus récemment [14] pour le modèle de Ne
pour un modèle de Pauli–Fierz avec une partie électronique confinante, [5,10,8,4] pour un modèle inva
translation. Dans notre cas nous jouons à la fois sur le confinement dans les directions orthogonales a
magnétique (x1, x2) et sur l’invariance par translation dans la directionx3.

– La régularisation infrarouge est indispensable pour notre résultat. La question de savoir ce qui se pa
la limite où cette régularisation disparait est pour l’instant ouverte. On peut s’attendre à ce qu’il n’y a
d’état fondamental dans l’espaceH à la manière du récent résultat [4] pour un modèle de Pauli–Fierz inva
par translation (essentiellement le modèle (6) avecb = V = 0).

– La méthode que nous utilisons est assez générale (cf. paragraphe suivant) et s’applique aussi au cas
ou de l’ion positif dans un champ de photons. On retrouve en effet à nouveau un hamiltonien élect
contenant une partie confinante et une partie invariante par translation. Cette extension sera publiée u
ment.

– A partir du Théorème 2.2, quande(b,V ) est simple, on peut montrer que la masse renormalisée de l’éle
est plus grande que sa masse nue. De ce fait le moment magnétique anormal de l’électron est positif.

3. Esquisse de la preuve

Notre méthode s’appuie sur des bases existantes et les mélange. Nous tirons avantage du fait que nou
à la fois confiner dans le planx1x2 (et alors utiliser des techniques issues de [3,5,9]) et réduire dans la dir
x3 (et alors utiliser des techniques issues de [7,8]). Nous obtenons ainsi une démonstration relativement s
l’existence d’un état fondamental pourH(P3).

Remarquons tout d’abord que si|P3| � m alorsH0(P3) a un état fondamental d’énergiee(b,V )+ P 2
3

2m
oùe(b,V )

est l’infimum du spectre deh(b,V ).
Introduisons alors une troncature infrarouge régularisée,ρσ ∈ C∞(R3) satisfaisant 0� ρσ (k) � ρ(k),

ρσ (k) = 0 pour |k| � σ et
∫

d3k
|ρσ (k)−ρ(k)|2

|k|j → 0 quandσ → 0 (j = −1,1,2). Puis définissons l’hamiltonie
Hσ (P3) = H0(P3) + HI,σ (P3) où, dans la partie d’interaction, nous avons remplacéρ parρσ . Si Eσ (P3) désigne
l’infimum du spectre deHσ (P3), nous démontrons que pour|P3| etg assez petits (et indépendamment deσ petit),

E (P − k ) − E (P ) � −3|k| (18)
σ 3 3 σ 3
4
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puis queHσ (P3) a un état fondamental que nous noteronsΦσ (P3). Tout le jeu consiste alors à démontrer q
cet état fondamental a une limite non nulle dansL2(R3,C

2) ⊗ F quandσ → 0. Pour cela il faut être capable d
contrôler, dans l’étatΦσ , le nombre de bosons d’énergie plus petite queσ et qui donc n’interagissent pas av
l’électron dans le modèle engendré parHσ (P3). Dans cette étape cruciale la relation (18) joue un rôle importa
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