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Résumé

Nous donnons dans cette Note une preuve élémentaire d’une identité entre fonctionnelles quadratiques du pont
Pour citer cet article : J.-R. Pycke, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On an identity in law involving two quadratic functionals of the Brownian bridge. In this Note we give an elementar
proof of a well-known identity in law involving quadratic functionals of the Brownian bridge.To cite this article: J.-R. Pycke,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Le but de cette Note est de donner une preuve élémentaire de l’identité bien connue
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4
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0
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où B̃ est une copie indépendante du pont brownien(Bt )0�t�1, processus gaussien centré à trajectoires conti
de covarianceEBsBt = min(s, t) − st = s(1− t) (0 � s � t � 1). Une telle question a été résolue dans [2] où
auteurs donnent une interprétation de(1) vue comme une formule de « duplication ». Le lecteur trouvera dan
article un bref historique de ce sujet, ainsi qu’un éclairage sur des articles qui lui ont été consacrés. R
seulement que la variable aléatoire du premier membre de(1) a été obtenue par Watson dans [4] comme lim

Adresse e-mail :pycke@ccr.jussieu.fr (J.-R. Pycke).
1631-073X/$ – see front matter 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2005.01.024



374 J.-R. Pycke / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 373–376

sur
tson

exte

e

nc la pos-
intuitive
basée sur
(par

nte sur
tre
ires et

i stochas-

s
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2 − n−1 ∑n
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2 quand l’échantillon

P(x1), . . . ,P (xn), de statistiques d’ordrex(1) < · · · < x(n), provient d’une population uniformément distribuée
le cercle unité{P(x) = e2iπx : 0 < x < 1}. Afin d’étudier les propriétés asymptotiques de cette statistique, Wa
a calculé la transformée de Laplace
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De même, les variables aléatoires du second membre de(1) avaient été obtenues par Smirnov [3] dans un cont
statistique. En effet si l’échantillony1, . . . , yn, de statistiques d’ordrey(1) < · · · < y(n), provient de la distribution
uniforme sur(0,1), la statistique dite de Cramér–von Mises

∑n
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12n tend en loi vers la variabl

aléatoire
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0 B2
t dt qui a pour transformée de Laplace
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De (2) et (3) on déduitψ(v) = ψ̃(v/2)2, qui implique(1).
D’autres preuves s’appuient aussi sur les transformées de Laplace. Une question qui se pose est do

sibilité d’obtenir(1) sans détour par ces transformées de Laplace, qui ne donnent pas une interprétation
de l’identité. Dans la section suivante nous en donnons une démonstration assez élémentaire. Elle est
un principe simple qui conduit à des généralisations de(1) dans des espaces 2-point homogènes compacts
exemple les sphères euclidiennes, dont le cercle unité est un cas particulier). Si on fixe un pôleN dans un tel
espaceM , toute fonction dansL2(M) se décompose en la somme d’une fonction sphérique zonale (consta
toute sphère de centreN ) et d’une fonction sphérique associée (de moyenne nulle sur toute sphère de cenN ).
Sur l’intervalle(0,1) où 1/2 est choisi comme pôle, cette décomposition se réduit à celle en fonctions pa
impaires par rapport à l’axex = 1/2.

2. Une preuve élémentaire

Toute fonctionf : [0,1] → R admet la décomposition

f (x) = s(x) + a(x) avecs(x) := f (x) + f (1− x)

2
, a(x) := f (x) − f (1− x)

2
, (4)

doncs(1− x) = s(x) eta(1− x) = −a(x). Par construction on obtient
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0

s(t)2 dt + 2

1/2∫
0

a(t)2 dt. (5)

Mise à part cette décomposition, nous n’aurons besoin que de la version suivante du théorème de Fubin
tique (voir [1] pour les détails).

Théorème de Fubini stochastique. Soitφ : [a, b] × [c, d] → R. Soient(Xt )a�t�b et (Yt )c�t�d deux processu
gaussiens centrés. On a

EXsXt =
d∫

c

φ(s, u)φ(t, u)du ⇐⇒ Xt
(loi)=

d∫
c

φ(t, u)dWu, (6)

et EYsYt =
b∫
φ(u, s)φ(u, t)du ⇐⇒ Yt
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b∫
φ(u, t)dWu. (7)
a a
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Lorsque(6) et (7) sont vérifiés, on a
∫ b

a
X2

t dt
(loi)= ∫ d

c
Y2

t dt .

Nous sommes à présent en mesure d’établir(1).
La décomposition(4), appliquée au processus(Bt − ∫ 1

0 Bu du)0�t�1 s’écrit
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avec

Xt := Bt + B1−t

2
−
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0

Bu du, Yt := Bt − B1−t

2

(
0� t � 1

2

)
. (9)

Lemme 2.1. Les processus gaussiens centrés(Xt )0�t�1/2 et (Yt )0�t�1/2 sont indépendants.

Démonstration. Vu que(Bt )0�t�1
(loi)= (B1−t )0�t�1, on a pour toutt ∈ [0,1], E(B1−t

∫ 1
0 Bu du) = E(Bt
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t (1− u)du = t (1−t)
2 , ce qui entraîne
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{
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2
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}
= E
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2
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2

}

=
{

s(1−t)−st+st−s(1−t)
4 = 0 si s � t,

t (1−s)−st+st−t (1−s)
4 = 0 si s � t,

ce qui assure bien cette indépendance.�
La relation(8) et le Lemme 2.1, impliquent que l’identité(1) est équivalente à la proposition suivante.

Proposition 2.2. Les processus(Xt )0�t�1/2 et (Yt )0�t�1/2 satisfont les égalités en loi
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4
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0
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t dt. (10)

Nous baserons sa preuve sur les résultats intermédiaires suivants.
On remarque tout d’abord que si 0� s � t � 1/2, alors
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2
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4
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4
. (11)

On en déduit
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2
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donc 2
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4
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Introduisons ensuite la fonctionφ(u, t) := 1{u�t}−2t√
2

(0 � u, t � 1
2). Nous noterons(Wt )0�t�1 un processus d

Wiener standard.

Lemme 2.3. Le processusX vérifieEXsXt = ∫ 1/2
0 φ(s,u)φ(t, u)du et Xt = ∫ 1/2

0 φ(t, u)dWu = Wt−
∫ 1/2

0 Wu du√ .

2
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Démonstration. Supposons 0� s � t � 1
2. D’une part
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2
+ 1

12
(13)

ce qui implique la première égalité. La seconde est une conséquence du théorème de Fubini stochas
troisième est une conséquence des égalités en loi
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2
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Démonstration de la Proposition 2.2. L’égalité (12) et le Lemme 2.3 impliquent
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La dernière identité de cette relation d’équivalence se ramène à l’identité bien connue
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Si on admet(15), la preuve est terminée. Sinon en remarquant que
∫ 1/2
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2 du −∫ t

s
2s(1−2t)

2 du+ ∫ 1/2
t

4st
2 du = s(1−2t)

2 = EYsYt , et en tenant compte de la première égalité du Lemme 2.3, on
appliquer le théorème de Fubini stochastique pour obtenir
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0

Y2
t dt (16)

et au passage, on aura démontré(15). �
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